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ть ть... нь....Вы и поднерженныхь дашиымь силамь, связала р 
удорживающими связими, выражаомыми сифлующими равоцствами:; 


фе (Ув. В фь во. 


Ч бо о до, | 


ЗУ» вы) == ©, 


Уно 2н) === 0 


бр (Го У б-р В, 


Диффорешальныя урааношя двиунийя этой сметемы пыфютъ такой 


лид: И и Хе и 1... ^, на 
в ие х, , 
” й п Би: - 9 
Ант 


гДВ А, А....^, буть миюжители диффоронщальныхь параметров въ 
выраженяхь резкщй связей. 
Д. Вибылоих, 1 
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Дия опредёлен!я движеня системы падо прежде всего исключить изъ 
уравлеши (11) мпожители А, ^,...А; тогда получимь З— р диффе- 
`репщальныхь уравнея!й второго порядка. Эты (3-7) лифференщаль- 
выя уравнешя выфетй съ р уравнешами (Т) связей доляиих послужить 
для опредфлеязя движения системы. 

Число (3#—7), которое будемь обозначать буквою #, опредфияоть 
собою число стененей свободы системы или также число незавненльмя 
координате, р — число координат зависимыхь (см. Куреъ апллити- 
ческой механиви Бобылева, часть П-л, стр, 354-я). 

ели зависимыя координаты опредёлятся изъ уравпонй связей въ 
вид функщй оть независимых координат, то производиыя перваго 
порядка оть пихъ по { будуть фупицями воордилать пезависимыхь и 
ихъ производныхь, а пронаводныя второго порядка отр зависимыхь жоор- 
данать выразятел функщями оть пезависимьсь координать и производ 
яыхт отъ нихъ по & перваго и второго порядка. Поэтому изь выпю- 
сказалныхь # дифференщальныхь уравнешй можно искмочить зависимыя 
координаты и ихъ производпыя, осли такое исключен! желательно для 
облегчешя рёшетя вопроса. 

Для рьшошя вопроса нужно произвести 2 интегрировашй падь 
вышесказаниыми & дифференщельными уравиешями 2-го порядка. 

Этя илтегрированя могутъ привести къ 2 интераламь види: 


В ру а. ВИ 8...) 5 С, | 
=, =, ......., № - п 


гдф Г, суть различныя фунющи оть $, оть координать и ихь производ- 
ныхт перваго порядка по г. а С, С,,....Сш суть ирюизвольныя но- 
стояпныя. 

Зависимыя координаты и ихъ производныя 1-го порядка могуть быть, 
по вышесказанному, замфнены фупюшиями оть иозависимыхт, коорлянать 
и ихь производныхь перзаго порядка; если посл этого изт, равенствт, (ШТ) 
исключить проивводпыя 1-9 порядка отъ Ё оставшихея позависимыхт 
коордипать, то получится # разопетвъ, заключающихь: время (, незави- 
симыя координаты и 2 произвольныхь постоянных» (0. 

Изь этих, равенствъ яезависимыя координаты могуть быть выражены 
функщами времепи фи 3% произвольныхь постоянныхь; но тавь как 
зависимыя координаты суть фупкщи пезависимыхь, 10 и оиф выразятся 
функиями времени и пройзвольмыхь лостоянныхъ. 

Вь тфхь случадхь, въ которыхь 2% иптогрировай приводить ил А 
вторымъ иптеграламъ вида’ 

$, = О, Ф, = Оыь......,Ф, = бы... (№) 


Сл, суть произвольныя постоянныя, & Ф— различия 


128 Оь Она 
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фуцкщи оть коордилать и, Ур 2,.....2, и другихъ # произвольпыхь 
постояппихь С,, С.,.....Си рышешмя задачи получатся изъ этихъ вто- 
фыхтъ интеграловь и из, р уравиеши связой. Во всякомь елучав рие- 
ия вопроса можио ‹06% представить нодъ видом такихь равенствъ 


= 60, 0С,.... Сы), } 


=, %0,0,,.... Сы, 
ы С, С... 0), 
# из 0, С... Ом), 
2 „ БО, С... Си) 


Въ этихь фунащихь /’входять произвольшыя постоянльх, поэтому 
система под влшомт, Дашиыхт. еплт можеть соворщать безчисленнов 
множество движелий, различающихся количествештами АТАКИ про- 
извольныхь посяниыхь С’, @,.... Сл, нии, что то же самое, кохи- 
чествениыми значошями пачальныхь координать и скоростей. 

Изл, этого сидуоть, что въ одинь и тоть же момеить & система мо- 
жота имТиь безчислониое множеетно разпыхь виюжонй и бозчиеленное 
множество различныхт, скоростей, смотря ло выбору золичеествеяныхь 
значошй произвольных постоянныхь или смотря по выбору пачальныхь 
положезй п пачальцыхь скоростой точекь при одном и томъ же па- 
чальномь момонтё № ==0, 

Выборемъ одпо изи ТёхЪ положешй, которое систоми можоть имрть 
вЪ момептгь & и пазовомр его полозкетюм № пусть СГ, О... бы суть 
количественных значешя проичвожиныхь постояпиыхх, при которыхь си- 
етема, пачиная движоне въ момент» & = 0, приходить въ момопть { 
вь положоню М’, причеме точка м. привимаеть положете 14’, точка 
21, — положоне Му, ит. д,.. точка зе, -- положоне ,/, коордиаяты 
котораго выражаются такъ: 


== Дн 16, С/, 0,,,.. Сы), 
пря фл 9 б.р М 
2 = Ди (БОИ 0,,... 0) 


Проэиши скоростей точекь на оси координаль выраженатся произоод- 
льми оть функц { по Б такъ как векорф придотея брать ироизвод- 
ны отъ тахь же фупкщый по разиымь 0, то мы будомъ озиамать про- 
изводныя оть д офи о С, С,... възомь видЪ, въ каком ужо при- 

1* 


нято обозиачаль частныя производныя, поэтому 


ОА 
0 


9 
9! 


9[_ 
# 


1 


..(Щ 


Для умельшеня числа формуль мы будемъ писать въ иодробности 
только формулы для 2; и для = дия уменыпещя лестрохы формуль 
мы не будемь ставить ивдехсовъ внизу буквы /. 

Додимъ произвольнымь постояннымт 0’, Су’... Ош’ безнонечно-эмьлия 
приращения произвольнало знака и произвольной величины 80: 80...80; 
эти приращешя мы будемъь называть серещями пронавольныеь #0- 
стоянныха. ` 

При количествелныхь значощяхь С/-+ 80, С/--80,,... Ом 80 
система въ тоть же момепть # будеть имфть уже другое положено №”, 
лричемь точка 9%, будеть въ положени М! безконечно-близкомь къ ио- 
ложевю М,, точка и — въ положоши М," безкопочно-близкомь къ 
положению М, точка и, — въ положени М,” безкопочпо-близкомь к» 
положение Му, и т. д. такимъ образомь измфиешю постолииыхь па 
безконечно-малыя величины 80, 8С.,...80 повлечеть за собою бозко- 
нечно-малое отвлонее системы въ моменть $ отъ положешя М’. Сезко- 
нечно-малыя отклонен в, = № М в = Му Ми... М: мМ!..., 
полутаемыя точками системы, мы будемъ называть виртуальными бпкло- 
нещями точекь оть положений, запимаемыхь ими вт, момепть # при дви- 
женши, опредфляемомь величинами 0’, С/,...О»’ произвольныхь пю- 
столнныхъ. 

Проэкщи виртуальныхь отклонейй на оси координат» рания разио- 
стямъ координать точект въ положеши М" и въ положены М Эти 
разности мы будемь называть сараёями коордииить точекь и будомь 
обозначать ихь знаками: б2,, 8у,, ба, 8%, ЗУ, Ва,,...б%ь Зин дан. „бани. 
СлВдовательво 


© 


8%, = е; 60$ ($; Х) 
; = 2, 608 (а; У) ее (О 
2: 603 (=; #) 


Такъ какъ координаты точекъ въ положешяхь МИ суть: 
Ри + 96, Г --80,... бы + 308 


& координаты ихъ въ положенях М’ выражаются формулами (У), то, 


2 0 


пренебрегая членами, заключающими квадраты и высийя степени пи- 
чтожио-малыхь варымий произвольныхь постояпныхь, получимъ слдую- 
ща выражешя парбимй координат 


80. . . ах 


Такт кадь веф пин разсуждолря отпосятен ко всякому моменту зремениг 
и ко всякимь величинамь произвольтяхь ностояптыхь, то мы отброенмъ 
комы па верху букнь С, С"... Ск и будомъ нисать просто С, (,,... Сь, 

ЗВаращи какой либо фуцищи оть К О, О,,...Ош есть ничтожно- 
малое ириращеню, получаемое этою фупкцщею ведете того, что (, 
С,.... Сл получмоть безвонечно-малыя приравцейа или вармощи 9С,, 
80,,...80%, дричемь Ё остивтая зостозниымь. 

Частныя производныя оть фуики { по 2, равиия проокщим»ь ско- 
фостей точокь снеемм на оби коордимать (формулы (У, сут, фупкщи 
оть 6 О, (,,...Са; поэтому варйащта этихь величии выразяеся, пре- 
цебрегая квадралами и пыесшеми стомепями бозкопечио-малыхь варащй 
8(,, 8(.,... тави 
ь(*..) ол 9. 


= ВО -= 5 0: Зы (Хх) 
[3 оО, 7 тт ЧО ты 


. - 
5 ре 


И... 


Частиыя производных периаго порядка оть функщИ Г но разнымь С, 
закЛЮмелопанся 6 выражешяхи (Х), суть фунеши вромони и воличиит, С. 
Возьмомь производиыя от» варшийй кооркинать 8», ду, да; по 6 оп 
выразятся так: 

48; _ 


. р т 
и ай и 220 


- во ны ” эк › 
Од ° 90 й 
Вторыя чаели этихъ выражен тождествонны со вторыми частями 
соотвтетвениыхи выражешй (Х); отеюда слбдуохь: 


а 


. (ХО 


. (82 

ва Га 

о ео . 

ВТ ее 0 
_ 482; 
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т. 0., что варцыми ипроэющй на оси координалт скоростей равняются 
производнымь по времени оть паращй соотьфтотвонныхь коордипахтъ, 
или соищил звюнзводной по времени отз какой-либо координаты рав- 
няетсл зроизеодной по вренени дтз валащи той же координаты. 
Варизая какой-либо функщи отъ $, координать точекь и производ- 
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ныхЬ оть хоординать по времепи есть пачтожио-мало0 приращене, 
получаемою фупкщею вельдетве того, что координаты и проэкщи ско- 
ростей получают зарециь иричемь # остаетея лостояннимь. 

Такъ, вамащя оть первой части уравпешя первой связи (Г) будеть: 


У (2%. и ‚ 
Яр, = У ( РА бы, += ® у; = е за, .. 5 


= 
а так какь ф, должна быть всегда равна нулю, 10 и вамашя оть $, 
должна быть равиа нулю, слфдовательно вамащи координать должны 
удовлетворать уравнению &у, = 0, заключающему эти варйащи липейпьхиь 
образом. 

Тавъ какъ система ограпичена р связями (Г), то варииши коорди- 
нать допжны удовлетворять слёдующимь уравяенямь, линойнымь отио- 
сительно этихь варашй: 


Эр. =0, а, =0...... .бф, = де. 5% 


Живая сила системы выражается въ прямоугольпыхь коордипатахь 
слфдующимь образомъ; 
а=н 


Т= : Ув + а), У 


поэтому варащя оть 4' выразится такъ: 
У беда -е ие, 
= 

Помирживъ обф части каждаго изъ уразиевй (П) на варианию еоот- 
вфтственяой координаты, сложивъ и припявъ во внима, что тогда 
хаждый изъ множителей \, ^,....), окажется помпожепиымь на соот- 
вфтотвелную варацио 5 (а всё эти вашащи равиы пулю), получимь 
слздующее равенство: 
ч=н 
м ((Ху-- вии) ва, (У — ту!) у, + (8, — та!) 88.) = 0,. (ХУП) 
= 
которое можпо яаписать такъ: 


ат = н 2/34)... . (ХУ 


= 
У Пре; вов (П.в) 
= 
То, что зифсь обозначено черезь Ц, есть потерянная сила точки и, 
(см. куреь, часть П-ю, стр. 405), Произведение Фе, соз (11.5) казы- 
вается виртуальное работою потерянной силы и равонство (ХУП) вы- 
ражаеть, что суюма виртуальныхь работь всей систомы равна пулю. 


т — 
Такимь образомь равепетво (ХУП) вырожаяту, начило вирлиуальных 
отклоненйй системы митереалиянихь зпочень, состпящее въ слфдующемь: 
бу велкомз положении системы метемельныхь точеко, ввязанныйь 
какими-либо соязими и диеиоущилея под виянемь кагиль-либо СА, 
сумма виртуальных робот потерянного, силь ии велнома варитуаль- 
нома ипилоненае систел оту уизсмитриваелио положения равны нулю. 
Изь этого начала можно, обратио, получить дифферонщальная ура- 
внешя (1) или же тв # уравнешй, которые получатся изъ пихъ через 
ноключее миолителей ^. 
Въ слбдующемь параграф воспользуемся этимь пачаломъ для полу- 
чешя магралеженыгхт, дифферетиуальнияхь уразновй въ пезависимыхт, коор- 
динатпыхь параметра 


$ В. Координатные параметры. Варащи координатныхь параме- 
тровъ. Лагранневы дифференщальныя уравниеня въ независимыхь 
координатныхь параметрахъ. 

Цоложешя точекь системы вырузкаютея кобрдипатами прямохилей- 
пыми прямоугольными, поляримми, сферическими и др. Вром® того, мо- 
жетуъ существовать и существует още бозуиеленное миожество весьуя 
разнообразных снособовь дхя выражея положешй точект какой-либо 
малеральной сиетемы, 

Такь, наиримЪру, ноложошя я точен, обчнощихся в, плоскости ХУ, 
могуть быть выражены За ирямоугольтыми координатами ихь, или же 
фдуницими Зи ноличинами: цоляриыми координатами у, и 0, порвой 
точки, величиною рнямяшя №, М, второй точки оть первой, воличи- 
пою угля, сославаяемаго направлешеми М.М, ср ноложительною 
овыю Х-овь, величиною разстояшя М.М, тротоей точки оть второй и 
величиною угла 9,» состявлиомаго инправленем® АГ,М у съ положите, 
пою осью Хуавь, и т. д. Означиуь червь в,» Л... ВОдичиныЫ и ни- 
правящая длишь М.М, М.,..., можемт выравить координаты то“ 
второй, тротьей и т. д. едфдующими ункщыми ото величицю К Куь 


Ре Фак Фаь 


60, 


ыы 
и: тб, 
аа я к, 6080 -- Ка 08 Фр 


т ЗИ гта МН 
боб Ка бо К Гия 608 аз 
об - И, АР 9 Фа 


Величинами т, р Уз. , бь Фи» Фа... ПолОЖеШЮ в толекь ца 
плоскости ХУ можеть быть опродёлено столь же хорошо, какъ и прямо- 
угольными коордилатами, 


= 8 — 


Веякую систему величииь 7,, 9»...9, Опродфляющихь положеге 
точекъ системы столь же хорошо, какъ это достигается помощью обыкно- 
венныхъ прамолинейлыхт ирямоугольтыхь координать, мы будемь назы- 
заль координатными париметреми, обыкновенныя же прямолинейныя 
прямоугольныя гоординалы —дехартовими поординатими. 

Если система состонть изъ в матемальныхь точекъ, не остающихся 
въ одной плоскости, но связалныхт, между собою р связями, то мы ужо 
знаемь, что изъ чиеда 3% декартовыхь координатъ этой системы только 
3 -—р = независимы между собою. Веегда @бть возможность выразить 
всякое положене такой системы Ё независимыми между собою коорди- 
заиными параметрами 4,, Ч, 9ы,..Ч5ь обладающими слёдующини 
свойствама. 

1) 9, 9»... суть ниоторыя извфстныя фуньщи декартовыхь коор- 
дннать системы 

Ч. =, (Фе, ,) 

бе (У... 2) 

И! .... КУШ 
(в, У... вы) 


Чье Ура... 44), 

тапъ что каждой совокупности численных велинипъ декартовыхь коор- 
динахь, опредбляющихь нАкоторое положене снотемы, соотвествует 
совокупиость численвыхъ величниь коордипатныхь параметровъ 4, и, -.. Ин 
выражающихь 910 положене системи. 

2) Величины 4;; 4.,...4ь Изыфияются непрорывпымъ образомь при 
изыфнени положетя системы, 

3) Присоединивъ къ # равенетвамть (308) р уравнегёй связей 


Фи (Ув...) =0 
ЧФ» (Вы...) = 0 |. ... . 


$» ру... 4) =0 
и рёшивь эти Зи уравнешй относительно Зи декартовыхъ хоордипать, 
должны будемь получить тая выражены послфдпахь въ фупкшяхь 
координатныхь параметровт: 
2, = 


> 


г (9,4...) 
9 =0, “№... 
в (4495... 4) 


® 
| 


2 = 4...) |- (..: 
9—9... 4) 
2 = 0, (Чр,.., 6) 


2 = бы (40...) 


которыя, по подстивовлени ихъ вуфето докартовыхь уоординать въ ура- 
внен1я (Г) свазей, обращають ихт въ тождества вида 0 = 0. 

При этихъ услошяхь параметры 4, 4,..,.4% СУТЬ нереминныя не- 
зависимыя, то есть, опи пе связапы между собою никажими равенстваиа 
и могутъь получать всяюмя значетя независимо другъ отъ друга. 

Такь, если в приведенномъ выше примфрь, точки связаны между 
собою (я—Т) неизмпяемыми сторжнами поваюно, точко ДС, съ точкою 27, 
стержнемь дяины 7», М, съ М, слержнемь длины Г, ит. д., то вели- 
чилы 7, 0. Ф. 9»... СУТЬ независимые координатные параметры, 
& ДЛИНЫ “ь =», в =7,... Поетоянны. Уравнелзя связей: 


и оу фи 1. = 0. 
Иа, бий В, = 0, 
при подставлеши выфето +, У. п» У,.,. выражешй: 


2, 088, 
тб, 


15 


2, = т, 6080, 1, 608%, 


у. = т, тб, Г, а, 


обращаются въ тождества: 
и, =0 м —№=0,... 


Если въ равенства (ХУПТ) вмфсто прямоугольныхь координать под- 
ставить фуцкщи } (ем. (У)), 20 9,, 9,...0, выразятся функщями вре- 
мени # и постоянлыхь произвольныхь О’, С„,... Сы, 

Совертенно такамъ же образомь, какъ въ предылущемь параграф», 
можно доказать, что 

854, 
=; 

ы & 
ташыя равенства относятся ко вефмь координатнымь параметрамъ, тахь 
что 1 имфемъ значеня: 1, 2, 3,...й. 


... 0% 


— 0 — 


Праямоугольныя коордипаты выражаются въ независимыхь коорди- 
натпыхь параметрахь 4,, 4.,...4, Фунишями 6 (ХТХ), варациг прямо- 
угольныхь координать въ варащяхь 84, выразятся такъ: 


да: 
8: = м, 30, + 


а производныл отъ прамоугольныхь коордипать по времени выразятся 
въ производныхь отъ координатныхь параметровъ по времени такъ: 


94: 9%: > 
и, 3, -=..... = 9, 4. . . (ХХ 


и р и. 4%, 
= д, ОВ в = 98, «... Хх 
Изь послфкнихь равенствъ между прочимь слфдуютъ тая; 
95! ди! ду 02! _ да; 
= Е, П. 
И (ххш) 


Этими равевствами, сираведливыми для всякихь значений индекса $ 
оть 1 до я п индекса } оть 1 до Ё, воспользуемся при лижеслдующихь 
преобразоващахт. 

Въ равенств8 (ХУП) каждый изъ членов, заплючающихь проэкцио 
силы инерщи, преобразуемь такъ: 

4 (15105, 
от ба, = 
* е 

Здфев вмЪсто производной по # оть 8, подставлено 8%! на оспова- 
вм равенствь (ХТ) предыдущаго параграфа, Поэтому равенство (ХУП} 
представится подъ слёдующимь видомъ: 


у [Ель — Уди - #0 


+ тли йщ,. 


— +9 =0, .. (ХХ 


а 


% 
гк А= У эт; (21 ва, + УГ 2/84). 


и варащя оть Т представляется выраженемь (ХУТ). 

Подотавимь въ (ХХТУ) вмфсто х,, у, 2, фуякщи 0, вмЗото 9, ду» 
82, выражешя (ХХ) и вывсто 2, у/, 2! выражеша (ХХ). 

Тогда первая сумма первой части равенства (ХХТУ) обратится въ 


сумму: у 
$34, 
= 


._ [7:7 9, 92. 
они на 2. 6% 


гдЪ 


Живая сила Т системы, по подстановяени въ нес выфсто (2/)*, (и/)*, 
(27)? суммь вида: 


выразится слфдующею однородною фушимею второй степени оть 4’, 
Ч... 9 
27 = а (ау - 2400, - 34,940. 


В 
ав У За, +... 
На но. 


коэффищенты которой можпо представить одвою общею формулою: 


ч=в 


м 0%, ду: 0, 0; д, 
4 — вы 5” Г: м, и, бт, * 2, 9, 


Эти коэффищенть будуть функшями оть 4, 4... , 4 & тавъ кал 
Т заключает, кромб того и 9’, 4...» то вммащая оть Г выра- 


зитея так: 
ук 


ЗТ = У в 
Е 
М 2; есть сокращенное обознамене частпой производной оть Т по 9}, 
& имепио: 


.. бе 


т 
= ие - ба. 


Должно замфтить, что у частную производную можно еще предета- 


ВИТЬ такъ: 
_.7 -у 9% оби ди! - 
гы т у; в Е ву .. СХУШ 


В = У эт; [ига -н у’Зу; -- 218. 


На ословаши равенствь (ХХГ) выражеше А примет видъ: 


о 


— 1 — 


изъ равенству же (ХАПГ) слфдуеть, что: 
д! д ди = 9%, д! _ д 
0” 9,9 9; ИУ 9, ° 


поэтому 
г ‚ 9, 92] _ 
ЕЯ 0% -н #2 Я, = 
С р 98 
5, 9, ата РА 


что, из основани (ХХУШ), равно р, Слёдовалельно 


= 
В = У %8а 
= 


Посл этого равенство (ХХГУ) получлеть такой видь: 


= 

®, эт #54 . 
о ыы) - 
= 


и полвдстые равенствь (ХХ\, такой: 


Такъ какъ вамащя 84, можеть быть и неравиа лулю, то равенство 
это требуеть, чтобы была равна нулю сумма 


= 
4 ОГ к 4, ОТ] 89, . 
9, —й -У [6 в +9 | 4, —® - ХХУШ 


0 - 94; 
причемъ отношеня 
м,’ 9, Еа 


могугь быть совершенно произвольвыми. Если положить ихь равными 
нулю, то получается уравнеше 
4, _ 9Т 


Если же въ сумм, остающейся посяф этого въ лФвой частя равея- 
ства (ХХУШ), положить которое либо изъ отношенй 
30. 60, Мы 
а.’ 34, ' 89, 


т: 


февпымь единин®, & 168 прошя равяыми пулю, 20 получимъ соотвфт- 
ствующее изь остальныхь уравпен!й: 


4, _ от 


и > м,“ “4, 


Эти дифференщальныя уравиелгя движешя въ независимыхъ коорди- 
натныхь параметрах, извфотпы подт, именемт, „Иренжевыевь днфферени- 
альных: уравнений двноженя впоуою вида, въ отлище оть дифференц- 
альныхь уравлешй движен!я нерваго вида (1), далныхь также Латранжент. 

Завлючающяся здфсь суммы (/, выражаются такъ; 


в 


а 
в = у Ух 
) = й 
= 9, 
Если силы имогь потенщень (7, который есть функщя отъ коор- 
динать 2, У, 2, ... №, У» &, ТОЧЬ системы, то @}, выразится такою 
суммою: ая 


$ (9 95 | 90 9 90 аа 
°-У( 94, аи ж). 


Зналоше этой суммы софлующее. Рели въ (7, вмфето кекартовыхь 


координать и, У, ... 4, Подставимь ихъ выражешя вт координат- 
ныхь параметрахь 9, 4»... 4» 10 ©; бужеть ни что иное, кащъ часл- 
ная производная огр (7 ло 4}: 
9 
9, =. ° 
9 


поэтому, если задаваеныя силы системы ныфють потенщаль, то Лаграй- 
жезы дифференщальныя уравивюя въ независимыхь координалныхь па 
фаметрахь будуть имфть слБхуюдщий вид: 


(... (м) 


$ С, Ударъ системы свободныхь матергальныхь точекъ о неудер- 
живающую связь. 

Положимт, что система, состолддая изъ свободныхь иатераньныхь 
точекъ, подвержеллыхь Ъйствио какихь либо задаваемыхь номгновен- 
ныхь сил, огранмчена въ своемъ движений неудерживающею связью; 


ФУ 2: Фа бы вы бы м 6) = 0. . (ХХХ) 


— 14 — 


и что сначала, до встрёчи съ этою связью, матемальныя точки имфли 
свободное движене, выражаемов слфдующими фуякщями: 

2 =: (9,... 4 = ы @ 

9 = 13, = 0 

2 = Дэ (В, 4, = [в ©. 

Это движене будеть продолжаться до тёхъ порт, пока матеральныя 
точки не нетрЫтять связи (ХХХ), т, е. пока функшя ® ие обратится 
въ нуль. Момепть {, встрфчи долженъ быть нанменьшимь положитеяь- 
нымь корнемь уравнеям: 

ФР, (&), Ка (6), В 6. >. в] = 0. 

Если скорости в бь 9%, которыми обладають матемальныя 

точки въ моменть встрёчи, таковы, что: 


‚= 


и = Узи Вен Ри < 0... . (ХХ 
[2 
. 


то произойдеть ударъ точекъ о связь, состоящЙ въ томъ, что вЪ связи 
разовыются мгновенных реакциг, которых, дФйствуя въ течее ничтожно- 
малаго промежутка времени $, изыёнять скорости #1, Фуз, ... Яя мале- 
`иальныхь точекь въ друМя скорости у, У,...у„ удовяетворяюция 
‘условию: 1х 
У т, Р; с05 (Ру) 


.... 65 


Вычисление дфйствя этого удара осповывается на такихь же самыхь 
<оображеняхь, кашя были приведены въ теор!и удара одной точки, ири- 
чемъ, также какъ и тамъ, координаты матеральныхь точекъь предпола- 
гмотся постоянцыми во все время удара, а импульсами немтновенныхь 
силь за время удара пренебрегають; поэтому, изывнен!я ‘скоростей ма- 
тервльныхь точекь во время удара выразятся сяфдующимъ образом 
<здфсь нанисаны только равенства, относящяся къ точкф $-той); 


ГД { ость какой либо моменть времени, заключающийся въ проиежутю$ 
между & и (&-= 3); въ частныя производныя оть ф должны быть под- 
стевлены: вмфсто #— моменть #, и вифсто координать точекъ--тВ знаме- 
ня ихь, которыя ов имфють въ этоть моменуь; величины 25/, Им! #5 
суть проэкши скорости 9%; ва оси координат. 


— в -— 


Изь этихь уравнешй можно составить сябдующее равенство: 


„Г. 608 (Р.в) = У г Р. 60$ (В; о:} 


изъ котораго видно, что сумма 


в 


Г» вов (Р;#) . .. 


непрерывно возрастасмь во время удара, потому что непрерывто воз- 
растаеть интбграль Л) который въ этомъ равенства} помножент па пояо- 
китеньную величину: ты 


Ири такомъ непрерывном возрастани сумхы (ХХХШ должен, 
наступить такой моментт т удара, въ который эта сумма, бывшая вт, 
начал» отрицательною, сдфлаетея равпою нулю; означимъ черезъ аз, ГА 
1: значешя проэкщй на оси коордипать скорости точки в въ ототь мо- 
менть, а самую скорость означимт черозъ \, (соотвётетвенные знаки для 
другихь точекъ). 

Эаимь момелтомь т весь процосеь удара раздлитея па два экта: 
первый акть оть момента & до момелта т, второй — оть момента т до 
момента #,-- В ==. 

Такъ какт въ моментт т скорости точекъ удовлетворяютъ равенству: 


9 9% 95 а 
У (= ВЯ +) =0,... ХХ) 
или; 


Укр соз (2.5) 


то величина интеграла: ” 


3% время перваго акта опредфиится по формулв: 
ее 


У чи Рь 606 (Рь 


—_в- 


и тогда величины а. В» 1, опредфлится по формулам: 


„92 

ол! 27 

т; а, теж У . 
95 

т, В, = ту 9 
г; 5 н’ т 
9 

= ин. 

47; 1; = ТА У 


По этимъ формуламь разсчитывается измбиене скоростей малераль- 
ныхь точекь за время перваго акта удара; что касается до момента т, 
равдфляющаго оба акта, то онъ можеть быть опредфлекъ слёдующими 
словами: 3100 есть зиотг момениг ударе, вв который скорости точек 
удовлетвортоть равенству (ХХХГ"). 

Чтобы вычислить измнене скоростей за время зторого акта удара, 
мадо знать величину интеграла; 

+8 


т | м 


за время этого акта, 

Осковынаяеь па аналоги между процессомь удара системы точекъ 
© связь и процессомь удара одной точки о поверхпость, дфлаютъ слф- 
дующее предположене: 

Преднолагается, что отвошене (7:7) есть отвлечениая дробь в, ве- 
личииа которой не зависить ни оть положетшй точекь системы, пи оть 
скоростей ихь, а только оть упругихъ свойствь частей механизма, зам - 
яющего связь. 

Дробь е называется хоэфииенииомв возстановленя` связи. 

Если величина коэфищента возстановленя связи извЪетна, то проэк- 
щи х/ у) 2/ на оси коордипать скорослей точекь въ момеить окопча- 
я удара могуть быть вычиелены по слёдующимь формуламт: 


ВЫХ = теж НЫ (1+ э 


9. 


9: 
ту + м. 


9 
, 


И-+э 


95 
тай = тищи НУР =). 
5, 5 9. + =) 
Примфрт. Двз малеральныя точки М, и М, массы которыхь суть 
т, и т,, ограничены въ своемъ движени неудерживающею связью: 


УИ ка — (В, + В, 
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которую можио представить себЪ такнит образом. какъ будто бы точки 
М, и М, были центрами двухф твердых шаровъ, радрусы которыхь 
суть ДнД, 

Раземотримь результагь улара этнхь точекъ обь эту связь; резуль- 
талы и формулы, которыя мы получим здесь, обыкновенно примфияются 
въ соударепио двухь одиородныхь упрусихь алы новполнф упругихь 
шаровъ. 

Прецноложимь, что точки ати движутся таким образомь, что вь и1- 
который моменть #, разстояне между пими становится равиыыу (2, + 2,), 
т. е. шары рамусовь А, и В, ириходять въ прикосновеню, причемь 
скорости этих точекь ом и ©, вь момепть &, двлають разность 


«М, о) 


а 603 (М.М, ва) — в 603 ( 
отрицатеньноо, 

'Гробумтел опредфиить результань ударе, прпчемь предполагается, то 
дапа воличниА коофицщента, зозвсллповлешя связи или таровт,. 

Чтобы по возможности упростить разечеты, предположим, что лия, 
соедипяющая положеша точекь №, и М, вь моменть &, взята за ось 
Х-ов, тажъ что во все время удара координаты У, 2) у» 2, будуть 
равны пужю, +, — с, = В, + В, и частиыя производныя огь порой 
части выражена связи по коордииатамт, будуть имфеь слбдуюнщуя зпаченя: 


до 1—1 
9х, В - 2, : 


94 _ 9 _ 4% _ % 


9% 2, —# 


ду 09 04 92. 


Поэтому въ настоящемь случа) результате порпаго акта удара вы- 
фазитсня формулами: 


а, = т! — 9, Ш, в, = Ни 6 9, | 

ив = р р — ‚ 

т В = ум тв т, у | , (а) 
т ТЕ — в, 9, 1: = Та 


тд 


Ги св (9, ММ. Жи Е Ян 608 (0 М,М,), 


равенство же (ХХХГУ) получить елфдующи видъ: 
а, —а, = 0; 
поэтому из порвыхь двухь уразиешй (а) лолучимь елфдующее выра 


жене для &: 
И 
ут, 1 


(ти — 2). 


д, Вобылоь, 
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чип лдя У в первых равенства (а) 


Модеталиии тенерь это выра 
получен сябдующее вырляюще дял 2, 


Ъ, сов (3,. ИМ.) = 


9. = №, 605 (3, м,М, 


, 
т 


тор -- 
м, 


Сабдоватеньио, яосль» первею яние удара тр в5 начали второт, 
трозкейи сороотей центровь иарови па линйо пика центровь дльннотея 
равными между собию, причемь сумма проэкийй зольиотаз движешя 
63 моменть т, каком 


экеерювь на это нетуавлене остается птохив › 
была в момента в. т. в: 


а, м, = НМ 6 ия: 


приюкыи асе еворостей шаров» на плиеность порлендикулярную кз ли- 
ние ММ, оставтен 0035 изменений в теме порнно акта удара. 
т. е.: 

ри. = Аи. В, 


ас какт коэфищенть возстацовлешя = полагяется данпмееь, то ре- 
зультать второго акта удара вычиелимт но формуламъ, приведениьги\ 


выше, которыя вЪ пастоящехт случай дадут: 
мИ,) = 


У, 608 ( 


: , 
Ти ТЫ — в, (т! — 


ян, (6) 
№ к (у, М.М, 
и" 5 ти, 5 6, и -— 9) (© 


и. - 


т 


1 008 (у,; У) =, 608 (т, У), 


У, с08 {(7,. 2) = 9: чт, 2) 
У, 608 (т, У) = ®и 608 (9) У в, 605 (9) Ир = ва 05 (К, И), 


Слфлопагельно, яроэнайи скоростей цейуовь ширио на плоскость 
перпендииулярную из мии, соединяющей центры зцаровь. не чами- 
няютсй осльдстяе удара; изминтотся только проячин скоростей на 
эту либо. Сумна проэнцай количествь двиконаа чиёювь па эту линйь 
илтеть ай моменть оковчаня удара ту оке самую вельчиту; закую 
она имъла п номалю удара, т, вл 


хе 5—9 й 
ХИ -- т х: = ТЫ -- т, 


То, что провкция главпаго вектора количеетьь движешя точень эй, 
к 1, па оси воордивать остолотея пеизивылыми, сетё сл®детве закона, 
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двоженя центра инерщи. тахь какъ резки разсматриваемой связи 
во велый момент рады и прямопротивоположны, а слбдовательно равны 
и прямопротивопололжны импульсы ихь 2а одпо и то же время. 

Если гоофищенть возстаповлешя равепя, одипииь, то формулы (Ъ, с) 
дают: 


= (0, — 9 ЖЗ б, 
У, 608 (у, ЛЕМ.) = - у бе, 


5 ов (х„, АЕМ,) = 


Эти формулы привляются къ соударенио совершение упрусихь ша- 
ровт.. Вени массы шарювъ равивь то отаюда получим; 


У, 608 (у М,М,) = 9, 08 (в, М.М,), 
(у, ИМ, == ки 608 (и. ММ, 


т. в. пары мияются прозющями скоростей ча ливно ценхровт. 

Гели коэфищенть возстацавлешя равепь пулю (что соотвётетвуеть 
удару совершенио нвуорутихь шаровт), то ударт окалчиваетея перввтит, 
актом», таль что ироовщи скоростей па линпо центровъ становятся нослЪ 
удара равпыми между собою, 


$ 0. Ударъ системы матеральныхъ точенъ, связанныхъ удержи- 


вающими свазями, © связь неудерживающую, 
Разсматривая ударъ системы матермальтыхо точек, связаиныхь удер- 
эживающими связями: 


(а 


$: 5 У ды 
= О, :...... 40, 


в 


© нвудорживмощую связь Ф-= 0, мы будомь предполагать удерятинанотцуя 
связи ца столько прочными, что во в60 према удара скорости точек 
будуть уловаотворляь равенехвамь: 

4, 


4. _ 
# о 


и 


ав, _ 
в = 


ГА 
= 


_% У( Я, ду, Чу; -. 95, %. 


у дб та а 


я 1 
причемь во вефхь частныхь производныхь координатаиъ даны т велн- 
зины, которыя онё имфохь въ моменть & ветрфчи точекь съ пеудержи- 


вающею связьо, 
ры 


Сумма 
ига 
4% _\ 9% 4х. 0 Чу, ‚9 48 гут 
й=У(ы ви шлнш) °° 


въ момент встрфчи имбегь огридательтую величниу, равную 


чамтъ предстоить теперь опредфлить, как ата сумма (ХХХУ) изыфияется 
съ течешемъ времени впродолжеви удара. 

Во вефхь слфдувяцихь формулахь во частныя ипроизводныял оть 
2. Фр Фь сч, ПО координатохь должно считать величинами постояя- 
пыми во все время удара, таюь какъ во время этого процесса положошя 
точень систомы измфлиться пе усшютъ. 

Изифиешя количествь движетя точекь системы во время удара опре- 


дВнятея изь равонстьь: 


и 
ВЯ == р ‚ 
4, 04 ‚ 
т ть, ы Ж.. .. (ХХУ 
48, 95 95 ; 
2 та и ТЕ Ста ра 
т, 4 1, о В 92. =... м 92, =) 9 


Еду } ы . 
м = Га. . сы = м 1= ла 
& ь ь 


и притом 7 есть величина иохозихельная и возрастающая во время удара. 


Номпояиеъ равенства (ХХХУ) на частныя производныя оть ф, 10 
соотвЁтетвенньиь координатамь, раздливъ на соотьЗуственныя 9%; и сло- 
экивЪ, получимъ, 


Евы Рысь Рь УВ 


тд Г сь двойными иплекеами озпачають слБдуюция суммы: 


Р, = Ри 


Рь= 


719% № 9% % 
У. д" бу; ду, ^ 


[29 


9 


Такъ какъ связь $, = 0 есть связь удорливмющая во все время 


удара, то 45, Ч 
а, [8 
ш —% (1 ,=®, 


а потому предыдущее разолство имбеть такой виде: 
О-и Ри + Ры +. о НР, УР. . (40 


Тежимь же образомь составымь изъ (ХХХУ!) сибдуюния равенет 


О-и Ри Р-н. с Рь-+УРь. . (42) 
ОР, ар, св, +В. . 6; 5) 
Рьшивъ эти рашепетва охпосительно р, р, .,‚- р» пайдемь, что 
эти величины окажутся пропорщепальпыми величиив 7, т. в: 
в =А Ш=Х,). ВК 
гдз К, К,,.. М, суть выражения, составлеотья изъ воличиць Р.,, 
Р.,... Вы такь как послфдшя постояпиы во время удара, то и от- 


посительно Ё, К,... А, можно утворждать, то это сучь величины 
постоянных во время веого удара. 

Раздвливь равенства (ХХХУЕ па масем точекь и умпоживу, па част- 
ныя производныя оть $ ио соотвыствепиымь поординатамт, получемь 
по сложеши еще одно равенство: 


Ро о с Рь 37 Рь ‹ (р-+И 


изъ котораго на оспозаши предыдущих выражонй для вояичиеь № 
слфдуоть: 


#=(9) лю 


К.В... КР, Ры). (В) 


[2 й "` 
Мы сейчась докажемъ, ито в этомъ равонстьВ множитель интеграла 
й есть величина положительпая. 
Составимь зыражоле живой силы измфлошя скоростей ва время отъ 


2 до Ь 10 ос 
(4 


7 1 
Ти) =5 У т, 
= 

эта величина песомнфино положительлая, 

Пользуясь равепствами (ХХХУ\), мы пайдемь, что эта величина выра- 
зитсл тож: 

р 
2Т (4%) = Ри -- ыы Ри. 
о 

Ро о БЛ, 


РР» 


= 27 (4 Р, 


[0 


— 929 — 


Помполитиь же равенства (44; 1), (4; 3), ... (4: В) соотвфтотвенно 

на р № ов И сложивт, получихь: 
ОР, Зы, Росс, + 
уе, Ри Ри +. с В), 
поэтому: 
РН = Рин ра Рин. Р-Р 
или | 
27а) = 7 (ПР + КР. с К,Рь-н В), (6) 


Тавъ какь Г (И) и Л суть величилы положительшия, то слЪдова- 


тельно и сумма 
КР > 
КР, К,Р. +... -+К,Р, + Вы 
есть величина положнтельшия. 
4$ 
Изь равепетва (В) видно теперь, что во время удара велизииа эр 
непрерывно возрастать, какъ и при удар® системы евободпыхь точек 
о ивудерживнощую связь, & потому мы можеме быть уврены, что на- 
6 с 
ступить такой момойть 5, въ поторый пеличини “у обратится п нуль. 
Этимь момешомь ударт разяфльтся на два акть, какь и при уда 
системы свободныхь точек, 
у Г ^& 
# 


Величина интеграла 
за время перзаго акта опредфлится изъ равепотва: 


| . 
— (1%), Е.Р, + К.В. КВ +В, 


Са 


а величины интеграловь множителей ремицй удерживающихе связой ча 
время перваго акха будуть: 
К,/, К.У,. . . К. 


Если кооффищенть возстаповлея связи ® сть в, то имлульси мно“ 
жителей реакщ за время второго акта будутт: 


=7, К, еЕ,7,. . о зКы. 


Скорости тоцекь въ моменть т выразятся такъ: 


95, 
ед 


ти тиы +2 (К.В + и... 
д 


$ Е, Теоремы Карно. 
Цо формулй предыдущего парнерыфа живая сила измфиойя екою- 
стой РЁ (21,) за время пылашо ащта удара рабннотся: 


пов ы. о, 


НА, -+Р 


зи > Ан). 


Выфеть съ ТЪуъ опа выражастси сяфдукищиму, образомь: 


=}, 


а 


Проноведя означенны здйсь возвышеня въ квадрать ве! 
стой, получим: 


разно- 


ев) = ЧН 9, о. (6) 


тАф 


и Т. суть величины живой спяы системы въ моменты т оп ё: 


Вт) 


в! 


озпачлеть елтдующую сумму 


= 


89 


: 
Уран -ьеы). 


2 
Суммля ота можеть быть опредфлена слбдующимь образом, 
Ломножниь равенства (№) па веничины а; и имт, соотьётетвенимя и 

сложивь, получимь: 


= У (к (#). А, (#. — (“). }: 


одиыя отъ Ф, 4. ,- $, 10 Е равшы пулю во волий 


21 


но полив про 
мимешм, а полиая производная оть ф по # равна пулю въ моменеь т, 
& потому: 


8, = 21%. 
Вельделыо этого изь (@) получимь равонстви: 


Ето, о... Ш 


выраюмощое, что в0 время перо аи удара пронсфодита потери 
эенвой силы, равная оий сил поторяинита скороетея. 

Въ томь случеЪ, когда кооффищенте возсталозлешя фавень нулю 
или, како говорить обывмовенио, когда неудерживающая связь неупругя, 


4 — 


ввеъ ударь ограпичивается первымт, автомь; тогда разенетно (И) выра- 
жаоть слблующуню теорему, называемую теорсмою Карно. 

При ударть системы д неупруную связь происходита потеря юной 
силы. 

Эта теорема аепосредетвенно иримфляется и БЪ тому случало, когда 
точки системы вступають на евязь, обрашающуюся въ удорживающую: 
вели въ моменть вотрбин со связью ф2> 0 скорости ©, удовлетворяють 
перавопству ( 


10 происходить ударъ, причемъ ехороети о; игиоленно измфияютея въ 
скорости, уповлетворяющия равенству 


Этоть ударъ сопровождается потерою живой силы и потеря ливой 
вилы равпяется живой силЁ потерянных скоростей. 
Во время второго акта удара живая сила измЬневя скоростей равна 
21. 


2 


та (Ри КРи-. . . К,Р-- Ри) 
и выфеть съ тфиь выражаетел такт: 


т. 


] 
ти = Ум, — дев 


зо", 
или 

т =Т-НЬ-В, ...... © 
ГА 

1% 

уу [р и + 


веть живая сила системы въ момент ф опопчаны удара, а 9, веть сумыв: 
= 


Ул + увч-яно 
Е 

Помножить равенства (№) на величины о, й има соствфуетвовтня и 
сложивь, получимъ: 


5, 


Я =а ФТ, 
а потому (К) обратится вЪ’ равенство: 


РР 


ЕТ о. ‹ (4) 


когорое выражаете, что ‘00 @ремя сзноризб. акта удара инея сила /6- 


Ш — 


зичиваетсл и что прибиль юной силы равняепея живой силь цзил- 
ненйя скоростей зи это время (эта живая сила пазываетсл также аеи- 
600 силою возотамовлениыхиь скоростей). 

Эта теорема можеть быть распространена на мгновенное измёнеше 
живой силы матеральныхь точек, связапныхь удержавающею евязью 
= 0, когда эта связь претерифраеть разрывт; вели снорости у, праоб- 
фётаемыя точками сислвим послв разрыва, будуть удовлетворять пера- 
венству 


У у, Р, 608 (у, Р)) > 0, 


то всапдстьйе тахоо разрыви оюиван сила системы увеличивается; въ 
этомъ заключается вторал теорема Карно. 
Изъ равенслвь (Ё) и (Г) слдуетт: 


Т,-Т,=То) — ТС, 


& кромВ того изъ предыдущих формуль видно, что: 
* 


5 (1—8) КР, +... +Ры 


Та) -тСь) = 


Олфдовательно, вели система лночек» удирлется 9 неудероенвеюнуую 
связ, 10 за время этою удара живая сила вообще уменыиастся, воли. 
связь ме оподни утру, т. в. велю сн козффизйента возотановлещя 
менив едитииуи: велииину оперы экивой силы равилотся разности 
между экивою силою скоростей, возстновлентыхе в течеще второзо 
акта удара и меито силою спороетой, потерлнныхя в5 ‘течене пер- 
6910 акти. 

Есхя связь © == 0 вполнф упруга, такъ что коэффищенть возетано- 
вивния в равелъ одинний, то фазпость между живою силою возехано- 
вленимх® скоростей и живою силою потеряинихь скоростей равна, пул; 
отсюда слЪдусть третья хеорема Ваию. 

При. волн упруюм: ударъь потери оюивий силы не прошслодеить. 

В» дьйствятельности, коэффищенты возотаповлетя менфо единицы, 
а потому молито сказать, что при веякомь удерф происходить потеря 
живой силы, 


ИИ 


Къ статикЪ матеральныхъ точекъ и сиетемъ. 


81. Начало возможныхь перембщенй въ примфнени къ одной 


матер!альной точкЕ. 

Вь примфнены къ одной маторащьной точев пачало возможныхь пе- 
ремрщевйй тробуетъ, чтобы работа разнодьйствующей приложенныхь къ 
точА\ СИЛЬ НА ВОЛБОУЪ ВОЗМОБнОмМЪ первхбщеша ея изъ положеня рап- 
новзоя была бы равна нулю, т. е.: 

Хан Уду -- 24а = 0... 1 
т Х, У. 2 вуть проэюши разнодфиствующей, бе, бу, 8 — проэкщи 
возможнаго перемыцешя на оси координагь. 

Поли матемальная точка должна оставаться ла пенодвежной гладкой 
поверхности, выражаемой уравнешемь: { (и, у’а) = 0, т0 возможныя 
перемфщенти должиы удовлетворять уразпелио 


7. И о а — р 
ие ч ди бу да =0...... Я 

Изъ равенолвт, (1) и (2) можно получить условя равновфя слёдую- 
щимь образомъ. Изь (2) слвдуеты: 


да = — 
АВ {о /„ К. буть сокращенныя обозначшя частныхь производныхть 
оть Г В0 2, 9, 2. 
Подетавивт. Таков выражен дия оё въ равенство (1), получим: 


(х =пы+(у- Пи=о. 


Это можно представить тажь 


90-0 


Такь какь вл и бу могуть бышь положительными или отрицательными 


ба . 
весьма малыми величинами, то сношон!е Г можють имфть велши вели- 
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чины оть (— с5} до (-- с), поличита же и можеть бл и по равни 
нулю, портому предыдущие равеяслв» тробусть, чтобы имблн мфето ра- 
вепства: 


7. 


Эти же равенства получены па стр. 262 тома И куреа аналитияе- 
ской моехнинки (формулы 1241 п таме объясцепо, какое значее имногь 
эти условя равной: 

Чтобы получить име (1) и уравиетя разиов ся, надо помио- 
жлмь (2) шк н/иниорый мноншиояь ^ и зат сложить оба равешени 
Получьмь: 

(Х 


Даяныь такую величину, чтобы онь обриналь вт, нуль 
(Е №/,), тогда останется: 
(Хе Ме + (У - 


АИ.) ди: 


НУ == 4), 


Ми бу -ь (Гуа 


М у = 0; 
стъ. чтобы Х -+. АУ, и У-ь А/, были равты пушо: токимь 


}, приведенных на стр. 351-й 


а 210 троб 
образом, получаем уранешни равиов сл (1 
П-& части курса. 

Для точен, остыющейси на кривой лиши пересфчешя двухф гладких 
поверхностей, выражаемой уравнолнми: 


{у (в, у 2) = 0, Х, (в, у, 2) 


возможных перехбщеня должны удовлетворять двумт уравнецими 


Ршивь эти два уравиюшн отповительно бе и Зу, которыя оватутся 
пропоиуональрыми 82 и подетявив получогтияя выраженьт въ (1), най- 
демь условно авнове ппрочемгь оцо можеть быть получено и проще 
сябдующимь образомь. Очевыдию, возможное поромЧицене изъ положены 
равновфея можеть совершаться только по гривой псресбчецыг поверхио- 
стой; означивь 010 черезь 85, мы можемт, написать. 

ига, усы, мые 

Ч’ =» 98 4’ 
потому что 85, ду, 82 суь проэкщы 65 па оси кеординалт, а косинусы 
угмиеь, состанияемахт» паправлошемь 58 съ осями коордипать, разны по- 
зожительно или отрицательцо взятым ироизноднымь оть #2, у, 2 по $. 


@% ау и 4\.. _ 
(Кичуй тии) мо 
й отсюда--услове равновфея: 
4х у 202 _ , 
ХжтУщ-нйд=6 с. (88) 


полученное на, стр, 278-й второй части зуреа; тамъ же высказано и зна» 
чене ого. 

Уравпоня равновзея получатся по сложеши равенствь (3) и (4), 
умноженныхь на 2. й^,, съ равенством (1); если множители эти имвють 
величипы, удовлетворяющя равецствамь: 


от, 91. 


20 изъ оставшагося равенства слфлуеть, что 


Е 
ый +08 


& эти три равенства (5). (6), (7) сузь уравиешя. равповбая, 


$2. Уравненя и условя равновЪея силъ, приложенныхь къ си- 
стемф матеральныхь точекъ, подчиненныхь связямъ. Примфнене 
начала возмомныхь перемёщений, 

Въ 68 79 на стр. 398 второй части курса ‘было объяснено знамена 
термнповъ: «положене равновз@я системы матеральшихт, точекъ», зура- 
внешя равновзоя. силь и реакщй спазой»,. «усло я равповзя зада- 
ваемыхь Сил». 

Число уравненй равновфея данной системы малераиьныхь точезъ, 
связапиыхь удерживыющими связями, равняется числу координать возхь 
точекъ, & нменно 3, если # есть число точекь ‘системы. пе плоской и 
2и,`если всё точки системы остаются въ одной плоскосли ХУ: 

Число связей (2), связывающихь точки сислемы можеть быть менве, 
равно ‘или болфе числа коорданать, 

4); Когда число‘р менфе числи координать, тажъ что система не- 
пиоскал имфеть Зи —р==# стопеней свободы, а система, плоская иметь 
2и —р=\ степеней свободы, то можно получить # (или №). условий 
`равновёоя задаваевмыхь силь, приложенныхь къ данной‘ систем}: 

Ебли зодавабмыя: силы не удовлетворяють хотя одному изъ этлхь 
условий равновфоя, го. данная система не можеть имфуь положешй равпо- 
вая пря задалныхь силах, 
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Если проэкщи задаваемыху силу на оси коордииать суть фулкци 
координать точек системы, то сетема можеть ныть одно или ыфеколько 
положен равноввая: координаты зеёхъ точекъ при каждомь изф этихь 
положен должны быть лайдоны чрезъ рБшешо # услонй равиовЪая 
(для плоской системы №, условии р уравнешй связей, Сколько тавая 
совокуплость уравценй имфоть уышешй, столько положешй равнов ая 
имфеть система. 

Напримвуъ. Три матешальныя точки, массы которыхь суть ие, › ин, %,, 
находящияел въ плоскоми ХУ, подчинены слёлующимь связям: 


(2, — в) (9—9) — (9, — №) , -- 2) --в= 
6, 


Ут = уин, -- умнь = 0, 


ат г рт, +. ФИН, 


у =0 
и можду каждыми двумя из этих точекъ дБиствують взапинцыя притя- 
меня, пропорщональныя пронаведенямь изъ масеф ихь и изъ разетоя- 
я между вими, Требуотся опредфлить положешя равиовфея и вели- 
чины резкщи связей, 
Пусть А,, А,, А„‚ № суть множители резющёй 1-я, 2-й, 3-Й и 4-й евя- 
зей, Уравнешя равновзая будуть: 
— мт, М, + ^, (9, — №} + №, == 0, 
— вт, Му, — №, (, — жми М = 0, 
— Ма, + А, (уф) Ат, = 
рт Му, — № и) Ат 
в, Ми, — № Ч, — у) Ат 
— рем, Му, 5 А, (2, — 20) = Аж 


М=т, + м, +. 


Вь этихь уравнешяхь должно подставить у, = 0, кромВ того три 
изъ пята гоординать могуть быть выражены фузьшями двухъ остаду- 
лыхъ, на основании ныбющихся уравпевй связей. 

Услой равновфея должно быль два (6-—4==2). Одно изь нихъ 
получим, помноживъ третье уравнене на эн,, пятое--на и, вычтя ва- 
тЬмь одно изъ другого и нринявъ во вниммие уравиеше третьей связи; 
получитея: #, ==. 

Чеперь можомъ ужо выравить четыре координаты фуняцщюю пятой, 
& именно: 


Преждо, чфмЪ составить послфдлее услово равлозёсы, сложимь 
и 6-в уравяешя равповфн, получиму №, (тж, + 2,) = 0,. откуда}, 
стадо быть 6-@ уравношю равповфоя можно представить таль: 


Ада =е ри у. 
Помноживь залфиъь 1-е уравноме равновфая на 2,, третье на х,. 
и сложив вей тра, получимт: 
р 
т 


цятое па 2 


(в, = т, == №, 4. 


, 
Искиочивъ \) изъ двухь носифянихт толученныхь равенствъ и вы- 
разивъ у, черезь х,, найлемъ: 


( р а, | 
ини} Ми. 


#.) 


Далфю, остальныя коорданаты будуть: 


ат 
ть у м с”, — =.) | 


и. -: 1. и И и, 2 


и =0. 


Во вебхъ отнхъ выражешихь ‘надо брать либо всё ворхте, либо ве 
иже знаки. Такимь обраломъ пахолимъ два положення системы. При 
хдномЪ 1-я точка находител ца отрицательной оси Х-овъ, вторая же и 
третья имрють равныя ‘и притомъ положительныя координаты 00 оси 
Х-бвъ, третья точка эатВотъь полоновтельную ординату, вторая — отрица- 
тельтую м воличяпы двухь этихь ординать вмоть отношешя обралятыя, 
отношенйо масеь очень. При второмь положения 1-я точка’ находитея 
ни положительной оси Х-овь, &-2-я и 3-я имфютть разныя отридатель- 
ныя- координаты по оси Х-овъ, третья точка иметь ‘отрицательную 
ординат, вторая—подожительную, 

Множатели *,, А, Х, равны нузю, зотому. что цевтрь ннерши ви- 
стемы” находизся ‘въ началь воординать; множитель. ^,‘ имзеть ноложн- 
дельную величину: 


= Уйти, 
какъ. при. первом, такъ и. при второмь положения системы, ОхЁдова- 
хельио резищ этой связи направиены по’ дифферетииальнымь параме- 
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прамь. Опрелфлимь воличилу и пзтразлотю дифференлуальниго параметра 
первой связи ть точь 3-й, 

Трроиаводимя нервой часты урмищния этой сляви юг, ий 
ироэыши этого дифферонщальниго параметра 7, на овы Хи У 
окажутел равными: 


р, вв (Р, Х) = 


Отстода найдемь: 
Р, 


суть 
о 


9—9: и (Р.Х) = — (м, я 


ча; 608 (Р.Х) = .Х} 
т (Л, Х) = — 648 (7. Х), 


вдф 9. означасть величину и пмтравлене разстоятя оть порвой точки 
хь третьей. Одначнит черезь ф уголь, составляемый паправлеемт, за 
с6 осыю Х; предыдуиуя формузы вырежають, ито 


д ; 
8 (+ — 5}: т (Р, Х! = и 


со; (Р, Х) = 


Ш т р 
потому что ям (Ф — п) — 608 исия (© 


Отсюда стлусгь. ито диффоренщальный параметрь 2, выфолт, вохы- 
чину равную давнф стороцьг. соедиляющей первую точеу с тротьею, чо 
направлег?е ого порпендикулярио къ этой стороиф м хаюь вали» уголь 
{Р, Х, равелъ ($ — =), то направлое Р, вдоть оть противолежащей 
сторопм внаружу треугольлити. Подобных ‘образомь опредфииютея воли- 
чины и паправлевы дифферсищельтыхт параметровт, вт, другихь двухъ 
точкахь, 

В) Когда число связей разпо числу координать, 10 условй равпо- 
вая ить. Въ этих случануь положено смсюмы опредбилетея чзъ 
уравиен спязей, а зпачены иножителей А рожей свяяей вцолнй опре 
дЬлатея изь уравлейй равповфея для икдаго положециг равяотфая, 

С) Когда число связей боле числа поориинять, то тогла положен 
спстемы внолнВ опредблиеея изъ столькихь уравоешй связей, сволько 
координагь, и елфлусть убфднтьел въ том, удовлетворлются лв уравие- 
я остальныхт ‘связей пайделицями коорхинатами. Чнело миожителей въ 
этих илучаяхь боле числа урземений раввонфия, & потому мкожитохи 
и будуть ими, поопрелфлолиныя значеня. “Такая система’ называется 
статичиски пеопродфлимою. 

Во велкомь случа силы, приложенных кт материчьной системй, на- 
ходящейся въ пололиийи равиовфая, подчиняютел равенетеу, выразкаю- 
щему начало возмолнняхт. неремфидеый. Равенство это иметь виду: 


Усы + Ули, + 2,2) =0,... , . 010 


> 


прычемь ирозсы би, бу, 82, возможиыхь норсм цен 
творять раваиствамт: 


доляция удовао- 


=, быв =0.....9 


седи спетема подитена удерживаюнииуь санчямь, выражяемымт, уравно- 
ими: 


0... 9, = 0, 


$ 


"д суть фупьшы коордипать точекл, & 6% означаотт выражешо: 


в=я 


; 2; 9. 
8% = У (>. + р: + 9, 
р 


Значенто этого зачала объяслено въ $55 80, 81, 82 второй части пурса. 

Исходя изъ этого начала, можно получить уравиешя равповфея или 
прямо услоШя равновфея, ели чнело связой мене числа координать, 
то раненства (8) могуть быть уфшены относительно вариаций р завиеи- 
зыхь координахь, которыя выразятся липейно в, варащахь оть А зави- 
симыхт координать. Подетавивъ найдоипыя виразжешя завиенмыхь варза- 
щй въ равенство о $), получимы 


В = 6.84, .. + 9,89, = 0, 0... (9) 


"В Ч.) 9...,.. 9, Означають пезависимыя коордипаты, (),, 6,,....@. — 
зыражещя, заклочающия проэющи заданаемихь силъ и производныя пер- 
ввго порядка оть первыхь частой уравневй связей по коофдикатамт. 

Тавъ какъ варащи 29,, 84.,....84, пезависимо одна оть другой 
могуть ныть иропзвольныя малыя положитеньныя или отрицательных 
знаменя, то, на основаши леммы, приведенной па стр. 387 втовой 
насти курса, равенство {9} иривохитт иъ раволовамь: 


которыя представляютъ собою условшя равионфея. 

Для получая уравнемй равиоввея надо пъ первой части равенства, 
(5675) придать №.80,, Х,89,,.... ^»04,: ТВ, А,,.... А, СУТЬ тие 
множители, которые обращеютрл вт нуль чиепы, помноженные ид зави- 
симыл вамащи въ объазовавшемея разепезв. ПосяЬ этого въ равепетв» 
осталутея только члопы, помножеплые па варуацеи независимыя По вкине- 
сказамной лемиф эти члеяы должпы быть равны пулю. Гакамь образом 
получатся у маст всф уравпешя равновфозя, приведениыя въ Вид® фор- 
муль (586) на стр. 898-й второй части курса. 


$ 3. Многоугольники вереночные и стержневые. 
. ДВ точки М, и М,, связаппыя гибкою нпорвотяжимою питью дли 1 
могуть чаходиться въ равновфеи, если 55 пимь приложепы равшыя м 
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прамо -- противоположныя силы, направлепныя цо продолжелно нити 
вяаружу; приэтомь резющя нити въ точкЪ М,, направленная оть М. ‚ББ 
М», равцоя К, уравновуиивается съ силою, приложениою къ этой точез, 
и реак въ точеВ №, паправлецпая от №, къ АГ, уравновынивается 
въ ралною Ё силою, приноженною къ этой тозьз Л,. Ремици ля коя- 
цахъ латянутой нити равны, прамопротиволожны и направлены внутрь 
кралчайтаго разстояня между концами натянутой нити. 

Представимь себЪ, что мы разобчемь матянутую нить плоскостью, 
перпендикулярною къ длин ея, вт, точкё А между М, и М, в. уда- 
лимъ одиу часть пити, не удаляя другой и ие нарушая ея равновфем; 
дла этого придется въ концу Л оставленной части приложить силу, рав- 
ную и прямопротивоположную той, которая приложена на другомъ кони. 
Гели удалимь часть А.М,, то, чтобы равповфсе части М.А ив наруши- 
лось, придется приложить къ А силу Т, равную Ри напраяленную по 
продолжению ЛМ, А, т, е. оть 4 къ бывшему месту точку М,. Эта сила 
Т представияеть эниляжееие части М.А нити въ точиь А. Тазииъ же 
образомъ окажезся, что натажоше части АМ, нити тоже равно Т или 
Р, но направлено оть А къ М,. Ожбдовалельно, къ офчелно пизи въ 4 
приложены равныя и прамопротивоноложныя, & потому взаимноуравно- 
вфщиваюлояся наляжешя, по величин равныя силамь 7. Через по- 
средетво этихь назяжен сила, приложенная кф одному концу натаву- 
той нити, передается на другой копець сн и уравиовфинивается съ раз- 
ною и иротивоположною силою, приложенною къ этому концу. Вели- 
чины натяжешй равны величинаме ревкшй на концахь нити, 

Пели точки М, в М, будуть связаны твердымь стержнем, то он 
могуть быть въ равцовфан и тогда, когда ки пимъ приложены равныя 
м ирямонротивоноложныя сили №, иаправиенныя виаружу стержня и 
тогда, когда силы эти паправлены впутрь бержня. Поняме о натяже- 
ахь въ какому-либо сфяенши сторкня заминтоя, во влоромь случа, 
понамями 9 пзаимплехь девуовяхь чоотой сержия, разофченявхь прове- 
денною плоскостью. Величины натаженйй или давлетй разны величинам 
феавий на’ концахь сторжия. р 

Положимт, что имфется матошальная сисома, состоящая мзъ м ма- 
термальныхь точокь М, М, М»... М», связавпыхь попарно (#—1) 
нерастяжимыми нитями или пеизыфняемнми сторжнями такимь образом, 
чо М, и М, связаны нитью длины {„ М, в. М, витыю длины Ан 
М, съ М, нитью длины {„, м т. д. и, пакопець Ма съ М, — витью 
ДиНим 1,1 К КАЖДОЙ иаь точек» приложена сило данной вехитены и 
даннаго направления, з, именно: къ точ М. сила №, № точкё М, 
сила Ё, ит. д. пь точкВ М, сала Г. Фигура равноввея талой си- 
стемы называется дерсвочнымие иди ‘стероеновыме эновулощинол, 

В. Вобылезь, 8 
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Положеше и видь воровочпаго- многоугольшикл опредёлител слфдую- 
щимъ образомт. 

Положеге порзой точка М’, произвольно, закь увидинь виже. Ма- 
зяжоше Т,, первой нить (#,} въ этой точкё равно и противоположно 
цаправленно силы Р,. По направленно Т., оть точии М, оможимь 
длину Ёь, ва копцф ея будеть находиться точна М, Ки, ней приложена 
сила ЁР, и наажеше ТР. низа [„, рартое и прамопротивололожиое на- 
ляженио Г. Тань каль точка М, должиа быть вЪ равновзеш подь 
дфйетиемь натяженя Т., силы №, и назяженя Т», въ этой точки нити 
1 то построими на ХТ, и Ё, нараилелограмиь силь; магональ его 
должна быть равые. и прямопротивололожна 7. Чо продолжено Г. 
отложимь длину 1, оть точки М, ва кони 7,, дояжна находиться 
точка М,, въ которой приложены, палужеште 7’, равное и противопо- 
ложное Г», сила №, и нвляжене Г» нити и т. д. Такныь обра- 
зомъ послдовательно найдемь положеня вефхь точень, 

Мн предположили, что положеле точки М, произвольно; это иред- 
положеше оправдывается олбдующимь объясношемь, 

Число координать # точек, равцо 3, чиело связей разно (в — 1), 
чиело стопеней свободы и чиело уеловй равновзея равно Зи -- 1; но 
язь услов равнозвыя три не зохдючають вовсе координать. Эти три 
условья суть слвдующия: 


1 


дДА=о.. (0. (09) 


выражающуя, ито глазный вектор войхь силь й,, №... Р, равень 
нулю, поэтому изъ остальных 21-2 условй равновзая и изъ (в — 1) 
уравнений: связей можно опредвлить 8#— 3 ‘координать, & три воорди- 
ваты остаются произвольными. Ина могутъ быть три координаты обой 
точки сибтемн, напримфрь, точки М. 

Ностроен!е ваправленй ‘натяжен можеть быть сдфиано на особой 
фитур$; которая называется мнозугольнихома снлё и натазен или 
многоугольникомь Вариньона; многоугольник же образуемый точкамя 
системы называется инооуюльникомь плена, 

Многоугольникь силь ‘и натяжевый бтроител схфдующийь, образомъ. 
`Изь какой-либо точки О проводять векторь Оё, ‘равный и параниель- 
ный силз №, и. стало быть натяжение ТГ; а конца &, проводить 
зекторь („разный и’ параллельный силв №, Геометрическая р 
дВухЬ этихь вехторовь предотавляеть тоометричеслую ‘сумму силы 2, 
наляженя Г, цли агопаль параплелограмма на нихь слова: 
1 в. наляжоне. Г.„, сифдовалельно, векторь 0#„ предсгавляеть величину 
и ваправнен!е. кого наляженя. Продолжая такимь образом далфе, ны 
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послфдовалельно получимь вевгоръ 0ё,„ изображающий величину н иа- 
правлоше патлженя „’.„, некторъ, 0+, изображающий воличнну н на 
правлене наляженя ТГ», ит. д, наконець вевторъ Оф, „_, ивображаю- 
ий величину и награвлене натяженя носубдией нити въ точк® Г 
Этому натяжению равна и противоположна сила Г’ 
ивобразитея вокторомь {,,_/ 0. 

На прилагаемомь зябсь чертеж 1-мь изображены многоугольники 
иль и илечь для того‘случая, погда иъ точкамь №, М, М, М, М. 
Мь остающимся въ плоскости чертежа, приложены силы №, Р,, Х.. 


стало быть опа 


ео 


УТере. 1. 


Е, Р„ Е находящыея въ той же плоскости, На зертежф ве сто- 
роны и дтагониии многоугольника силь увеличены виное. На многоуронь- 
цикф плсф, вов поляженя Т,, №, .., не обозпачены бунвами, по 
Фольхо изображены ВЪ виду длинъ, оваячивающихся стрЪяками, 

Натяженги двухъ концов или ремащи каждой нити ‘ила каждого 
стержня равны и прямопротавоположиы, поэтому сумма проэкдй этихь 
двухь реакщй на какое угодно направлое равиь нулю. Натяжешя 
эти или реакции направлены по одной прямой, т, в. оба внутрь этой 
нити или стержня или вдоль по продолжен ям стержня внаружу, во- 
этому сумма момеятовь ихь вокруг’ какой-либо точки или вокругь лю- 
бой оси равна нулю. 

Изь отого сяблусеь, что въ проокшяхь тиавнато вектора вейхь ре- 
акЩЕЙ, проэющи каждой нары реакй взаимно сокралцалтея, а стало 
быть. получаются три усломя фавноввея (10), ириводейпыя выхле,, Въ 
урявиеняхь моментовь” силь и:реакщй така сокращаются моменты каже 

#2 
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дой пары резкшй, а титому получаются еще сябдуютия три условна 
разновся: 


@х.- ин (0 


ы 
У ву. фидо =о 
2 

сли представить себф, что резсфчепы двф нити, напр. („и в, № 
толкахь А (межлу М, и М) н В (между М, и М,} к отефченпыя 
насти многоугольника, т.е. М.М, и М,М, удалены прочь, то для 
того, чтобы оставшаяел часть, многоугольника М, М, была въ равиавфен, 
необходимо приложить мъ оетавиемуся концу А нити 4№, палажон!е 
Т.„ направленное от 4 кь М, п къ концу В ними ММ, патажео 
ТГ, ваправлепиов от В м. М» Такь кавъ три вилы, приложеллыя ®» 
хвлздой изъ остмицихея точек, взаимно уравновфигивалотел, то силы 
Г, То наляжене Т.„, приложенное къ 4, ‘и назяжеше Т,, приложен- 
3ое въ концу В, будуть удовлетворять шоети условамь равновзея вида 
(10) и (11). Эло справедливо дня любой части миогоугольника плеч и 
этимь замфчашемь воспольвуемея въ слАдующемь параграфф. 


$ 4. Дифференщальныя уравненя равновзея гибкой безконечна- 
тонной нерастямимой нити. Вообразнмь себ какой-либо веровочный 
многоугольникт, и предноложимт, что увеличиваемь число сторонъ его, 
уменьшая вмфстф съ тфыь ихъ длины и величины силь, приложенныхь 
промелточнымь ввршинаяеь его: пределавимь собф, чгд- таков увеличено 
числа сторонъ продолжается до безконечноети, ' причемь длины сторонъ 
унеиьтаелиь до. безконечной малости, а силы, приложениыя къ юме- 
змутачнымь вершицант *); умелышаемь въ такой степени, чтобы суммы 
2х, ХУ, 12 провьщши (на оби координать) синь, приложенных» ко вен, 
вершинамь, находищимся на протяжении едийицы длины. нити, прибли- 
жались въ конезнымь воличинамь и чтобы по крайней мфрВ одна: изь 
этихъ сумымь не обращалась вЪ нуль; тогда воревочный многоугольник, 
будеть: приближаться ть безвонетно-тонкой малерьядьной нерастяжимой 
тибкой нити, иъ точкамь которой приложелы нфеоторый силы. 

Относлельло ›силь, приложенныхь кр пили, сдфлавмь. слфхующее 
ограничеяе: будейв предволагать, то вилы, приложенных къ КажДымт, 


Овиы, прияолюниыя р окомечтоолиыь многбугоминиий; созеютен коночними, 


э= 
— 9 - 


двумь сосфдинмь безвонечно-близкимь вершинамь ипогоугольника, замф- 
нающаго гибкую пить, разлечеются безколечио мало одна отЪъ, другой, 
какъ величинами, такь и ваправлешями, т. ©, что силы распред 


ны 
сплотявнмь образом вдоль по нити; иа чертежь 2-иъ взображеть прй- 
мврь такого сплошного распредфленл снхь приложепяыхь къ мното- 
угольнику съ безконочио-близкяии зеротиггамия. 

СдЗланное ограничеше ме препятствует памь разематривать и 7 
случаи, вь котормхь распредфлеше силь преторпуваеть разрывъ еплош- 
ноеги по величии или но направленно, какъ въ тоткахь А м В нь 
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чертеж З-мъ; тогда надо тольно раздВхить гибкую ливпо на части, пе 
заключаюния  такихт меть раэрыза и разоматривать кожу чаеть 
отдбльно. у 

Место какой-либо точки 1 па нити выразкается такымъ де обра- 
зомъ, какь и мфето точки па триэвтони, & имено разетояшемь 8, счи- 
таемымъ по длин нити Оть одной изъ точегь кл ея; одно изъ папра- 
влешй ио кривой считается поломительнямъ, в этомь паправленш 5 
‘увеличивается. ° 

Силы, приложевныя къ точкам вити разстаатываются на ебу 
длины нити, т. в. слующимь образомъ. Положимь, го мы хотимъ 
разечеельить подобным образом силы, приложенныя КЪ ПИТИ ВЪ очи М 
(черт. 2) и въ сосфдеееЙ съ нею; беремь восъма малую часть щи, нити, 
завлючащую въ себЪ точку М, составхдемь суимы ХХ, ХУ, ХИ прозкий 
на оси координат силь, приножанныхь въ точкамь части у, нити. и 
ДЬяимт. язи суммы ма длицу Аз частн ще, получимь отвотенй: 
Ухо У 5. 
РЕ В Ы 
залфмь будомь браль все менышя м меньшйн двины мм ИИ, 
заключаюнуя” в себ% точку. М, -соетавляя: дня лихь, имя отяошеня, 
вавь (12); №0 мБуб того, кайъ мы будемь приближеть длину выдфияемой 


‚ (19) 


части въ пулю, величины составяяемыхл, для нен отномешй (12) будуть 
приближаться иъ нфкоторымь пре; „3).. 8,. Которыял п пазывмотея 
проэюшами на оси коордипать сизи, Фбйствующей в зи М нити 


в разсчитанной на вдинниу длины. 

Из этого сафдусть, что промими па оси коордипать совокупности 
силь, приложенпяхь къ пичтожно-малому элемолту Аз, заключающему 
ть себЪ точку М. будуть равпы: 

(2, +в 5,) Аз, (9, -- =.) 48, (В, -- <.) 43, 
дб в. в,, в, суть воличацы, дблаюрщяся безкопотно-малыми при при- 
ближе 48 кт, пулю. 

Если бы силы, приложенныя ко вомъ точкамъ пити, были бы равиы 
1 параллельны между собою, то величины отпошешнй (12) пе завиефли бы 
оть длины Аз выдфляомой части и равиялись бы суммамъ прозющй на 
оси гоординать силь, приложенныхя. г одилицё длипы нити; вот по- 
чему величипы #,, 3,, 8, называются проэкщями сил, разечитанныхь на 
единицу дланы пити. 

Величицы %,, 9,, 8, предполагаются сплошпыми фувкщями 8 или 
коордипагь точки ДИ. 

Очевидно, что при уменьтлен сторопь веревочпаго многоугольвика, 
при увеличеши часла этихь стороиь и при умепыпеши пеличиить сил, 
приложенныхь къ промежуточтымь мервипамь, стороны мпогоугольнина, 
иль будуте уненышаться, а число сторо, будоть увелинивалься; въ ире- 
ДЫМ, мпогоугольцикь силь, приложепныхь къ промежуточшымь ворши- 
намъ веревочнаго мпогоугольника, обратится въ кривую лално «АА 0 
(черт. 4), а лучи многоугольника обратятся въ радусы волторы этой 
кривой; величипы этихъ пажусовь векторовъ будуть иролетавлять зела- 
чины натяжелй *) нити, а папразлешя ихъ—направленя касатольныхт 
къ нити, въ разныхь точкахь ея; направлешя Оё и 60 предетавллють 
налравлешя силь АР, и В, (черт. 5), прьложенныхь хъ концамъ инти 
А и В, а волачииы отихъ радусовь венторовь предетавляють величины 
этихь сия. 

Обратимь впамашо на, какой-либо элементь нити, начинающийся въ 
точ М (координаты — в, у, 2, разетояне АМ оть копща А по дуг 
кривой равно 5) и кончающйся въ точ 2, (разстояше АМ ‚ равно 
($ -- 48) ); условимея считать паправлешя касательнихь кь хризой вь 
сторону возрастающихь 5. Кромф силь, приложенных къ впутрепнимя, 
точвамъ этого онемента, къ кониамь во приложены: въ № — натяже- 


*) Матяяиния паиравявны по клеатольнызию мЬ иити‘ъкаружу разомалриоценой 
тастл ея; въ зочаь М па часть МАЕ В (черте, 5) дьЙстиуегь патяжен!о протиноно- 
хожео касалельной 241, в ны часть АКА — токоо пФ натянинНо вдоль по Л.Т, 
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ие Х, изображаемос рамусомъ вектором ОА (черт. 4) параллельнымъ 
и противоположным» касательной МЛ’ в этой точк М, въ М, — а- 
тяжено ^,, изображаемое длиною А.О, параллельною касательной МТ, 
въ точек М,. ПримфнивЪ то, что была сказапо и конд шредыдущаго 


4%. 


Чарт. # п 5, 
параграфа относительно ‘уравненй равновЪЯя любой части мпогоуголь- 
чика плеть къ олементу М.М, можемъ написать слфдующее равепетво: 

“ 
- - —- — ы 
+ (№) +в +8 


раздёливь это равелетно на Аз и переходя къ предфлу, т. а. приближая 
точку №, въ точкВ 2, получимъ первое изъ трехъ слбдующихъ уравневй: 


0; 


. а) 


похдобнымь же образомъь получиых к два остальныя уравяешя. 

Точна: М веть которая либо. `изь. очень нити; слфдовагельно, дла 
всякой. точки. ` оси’ отитиь назодиищенся вв положении равновпойя, долины 
бить удоолетворены. уравненёл вида (13). 
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Что пасаетсл концовь нити, то натажешя въ нихь должны быть 
равны соламъ приложеннымь къ отимь концамь, а если концы закрф- 
плены, то направлен и величины патяжен нити на кондахъ должлы 
быть равны реанилмф точекь привфеа инти. 


8 5. Обще законы относительно натяженя” и вривизны въ точ- 
кахь гибкой керастящимой нити, находящейся въ равновьНи, Связь 
менду вопросами о равновфети гибной нити и вопросами о движен!и 
матерьяльной точки. 

Если даны силы #, 9, 8 какь фунющи от» 2, у, 2, то дифферен- 
Щальныя уравневщя (13) дояжны служить для опредфленя вида врипой, 
образуемой нитью въ.положеши равновя п для опредзления. паляжо- 
ня А въ функим отф 8. 

Независимо оть вида функшй, выражеющихь %, 9), 8, можно вывести 
три обще закона откосвтельно полажена и привизим въ тозкахь нити, 
находящейся зъ положени равновфая. 

Предотавныь дифферензальныя уравненя (13) тажы 


Фо аа ] 
та вт. 
а @ а: 
а 9, =0 (а. 9 (18, М8). 
Я\ а 
— Ра Г 8 =0. 


Означимь черезь 7 паправленю касзтольной къ кривой, проведенной 
въ сторону возрастающихь $, черозь р — направлел:е главной нормали 
их центру кривизны, черезь © — направлеше бинормали, перпендикуяяр- 
нов к пябокости кривизпы; имя въ виду формулы (288) стр. 247 
хинематической части, мождо представить предыдуния равенства тат: 


х о 

$ 608 (р, Х) & 08 (7, Х) = — $008 (%, Х), 
л @ 

5 8 (р, У)-- 4; сов (Т, У) = — $608 (8, У) 


с08 (7, 2) = — $е08 (8, 2), 


роз (, 2+ 


ТАБ $ означаеть величину и направлеше силы (равочитанной ‘па, еди- 
ницу длины), дйствующей въ разсмотриваеной точкВ нити. 
Изь отихь равенствъ можемь получить’ три друг: 
@.* ; 
№=- 80,7). 209, 


4 — 


к = бон, 5» о-в, . 0) 


хоторыя выражають сяфдующее: 

1) Натяжеше-Х веть такая фупюшя оть в, что производпая оть пея 
по 8 равняется отрицательно-ввятой вепичинф проэкщи силы $ на напра- 
влеше касательной, проводенной въ сторону возрастающих 5; (14). 

2} Во всякой точкЁ лити плоскость кривизны заключаеть въ себ 
направлен!в силы #; (16). 

3) Во всякой точкё нити главная пормаль составяяет тупой уголт 
съ направлещень & и величина кривизчы равняется отриналельно взя- 
той проакщи силы $ на ваправлене главной нормали, дьленной на ве- 
личипу патяженя; (15). 

Если силы % имВють цотенщель, т. е., если: 


то проэкщя % на направлеше касательной выразится таль: 


. _ 94 2 а 4 а 
8005 (5) 1) = р ув тн в 


а потому тогда уравнене (14) дасть слбдуюций интогралъ: 
А Общ, (7 


здфсь \, означаеть величину натяженя въ точьё 4, гл 8 = 0, ай, — 
значен1е потепщала въ этой точьЪ. 

Предположивь, что силы $ имЪють потенщаль, помножемь диффе- 
рентщальныя ‘уравнешя (13) на А; приняв во внимоне полученное ввтра- 
экеше (17) для Х, можно будеть предетавить эти уравнезня тажеь: 


ва Чу 
еб) вю а) 


ОР 


АВ: 
=. еее. (8 


Съ другой стороны, дифферелщальный уравиеея движева, свободной 
зелерьяльной точки; подвержолной сил, имфющей потоншаль (06° :м), *) 


*) Надо замфтимь, что \ икфехь намбримя снны, $ — ивибрезия. сипы, ифианной 
на диину, Н — измрезйи силы, © — измбреи кводрыю омлм, Шщиницы. дадим, 
массы и иремени мы. будомь ‘обозначать бупвйми"й; м, 0; 


_ #90 Ы 
тии! 


если масеа точки равна единиц. Кромв того, скорость этой точки выра- 
зител, по закопу живой еплы, такь; 


"= и. 2 @— 9, 


ест ко палальное положене дважущейся тачки будеть в точкё 4 
кривой лини, по которой располагается нить, и осли начальная ско- 
рость направлена по положительному направленно касательной въ этой 
зочЕВ и равна (\,9:м), то во вобхь положешяхь движущейся точки 
скорость пя выразится тожъ; 


в ` 
= (6-№ = 


Послё этого иетрудно уже показать, что изъ дифференщальтыхь 
уравиен1й равновфя пити мы должиы получить т5 же самые резулк- 
таты, каве получиыь изъ дифференшальныхт уравненй движешя точки, 
& именно, что фуньщи отъ 3, выражеющия координаты точеюь нити, 
тождественны съ фунющами отъ в, вырыкаюними координаты точек 
товокто ри. 

Слёдовалельно, кривая „иийя, по которой располиается свобедния 
зибнал верастлокимая тиить, находясь въ положении равновнйл при 
даете силь 8, импиищииь потенцйаль Ц, тождественна: сз тразиио- 
Фивю, отиенбаемою свободною митеуьяльною точкою при дъяизнойв вилы. 
иающей полениаль 

2 
Па, ка, — в, 

есль масса зноки равны одинииць если намалинов положено. двиоюу- 
зцейся зточеи назодитев 95 какой-либо“ точь `В. кривой, ‘сели напра- 
вле начальной спорости совпадать сё напраоленема настольной вь 
точь Аи воли величина нанальной скорость равна, (\ъв:г м); адь Ху 
воть величизиь натяженая ‘в5 точкь А; И, воть величина потониола 
88 той же точить. 


*}:о-озкачийт а длину. дуги по трезьтор дножулиойсн зол, 


— 43 — 


36, Равнов5се свободной гибной нерастяжимой тяжелой нити. 
Цфлная лин. 

Составимъ дефференшальныя уравнешя равновфом свободной тяже- 
лои нити. 

Предноложимт, что за пачало кооркинать взята начальная точка, 
НИТИ, ЧТО положительная ось У-овъ направлепа вертикальло ВНИЗТ, ОСИ 
Х-овъ и 2-овЪ горизонтальны, и "о вортикальная плоскость ХУ про- 
ведена черезт, касатольную лнипо къ начальной точк® кривой, Такт, как» 
проэкщи сил тяжести па ось -0въ равны пулю, то третье пэф урав- 
нешя (13) будогь имфть видь: 


(4 
ее 


г 
й 


Очевидео, оно имфезь интеграль: № й ‚ 10 такь казь въ начан\ 
коордилать касательная къ кривой перпендисулярна къ оси Я-овЪ, то и 
на всемь протяжени кривой е равно пулю, а слЁдонательно вся кривая 
заключается въ плоскости ХУ. 

Проэкщя силь тяжести на ось Х-овъ равна нулю, я проэющя па 
ось У-овь вфса элемента 45 равны 0448, гдз х веть линейная ялот- 
ность нити въ одной изь точеюь олементаз поэтому: & ==0, 9 = ди, г 
я воть нфкоторая функща оть 8, вели чить неодиородной линейной 
плотности. 

Дифференщальныя уравнешя равповфея свободной тяжелой иги 
будуть, стало быть, таковых 


. (19) 
гдв х можеть быть какою-либо фупецею оти 8. 
Первое изъ этих, уравлений давть питогралуь; 
4 
= еее + (2 
Хх Я С,... (20) 


при посредетв® котораго можиюе преобразовать второе лифферепиальное 
уравнено слбдующимь образомъ. 

Имя въ виду, чо изь уравнешя кривой у выразится функаею 
от 2, можому, сдфлать слбдуюищее: 


лафе, производвую’ оть. У по д можно - раземазривать какъ фунищю 


оть 2, полтому: 


р 
у - 
"вв 


С. Фу Че __ 


ое ди 
Раземотримк слбдуюний частный случай. 
Нить имВеть одинаковую линейную плотность но всей своей длнпТь, 
т. в, и есть величина постоянная для вобуь 5; опредёлить видь нити, 
Для получешя уравиешя кривой можно было бы. интегрировать двь 
‘раза уравнение (21), но, выфето этого, мы поступимь слвдующимь образом: 
Интегрирул уравнен!я (10), получимь: 


. 20 


Аб, р. (9, =... . (90) 


Затбыъ составимь уравнене (14); въ настоящемь случа, оно будеть 
имфть сдвдующЕЙ видь 


а _ ‚ 
во! 
его интегрань: 
=... .. . 8) 


Изь этого интеграла и изъ интеграла (20) можно искиючить 2, полу- 
чимь дифференщальное уравнеше перваго порядка: 


Сдвлаемь въ немъ подстановку: 
9, — 9 отв 
НОР Е 


тогда изь него получимъ: 


2 Е, 
Ут 
Нроизведемь интегрироваз!е; получимъ 
109 1--У-Ю=0.-Е=Е; 
или 


5: отсюда 


ИЛИ 
И... 06) 


Изь равенства (24) и (25) получим: 
у у 


те ебты 


у=-- 


я 


Обратим» теперь влимале ид значене постолиныхь произвольныхь. 

Изь интеграла (20) видно, что С, есть величипа нахяженя в той 
точкЪ кривой, де равно единин, т. в. гдф касательная къ кривой 
горизонтаньна: казовемь величину этого натяженя знакомо №, и коорди- 
наты этой точки буквами @ и 2. Такь какъ С, = Х, 10 въ этой точеь 
1 = 1, & изъ равенелва (24) слйдуеть, что д 9 == 1, тамь Е == 0; 
иоэтому: 


Й Й. 
Я. 6.5. 

Пели перенести цачало координать ть такую точку, старыя коорди- 
наты которой суть 2 =@, у=Ь--й и затрыь перемфнить направлена 
положительныхь осей поординать на 180 градусов, то старыя коорди- 
палы выравятся въ повыхь з, и у, так: х=а— 1, у=ф--й у, 
& тогда уравноше призой получить слфдующий видь: 


ы ег гей 


С. 


И 
ЖЕ, с, =ь(1 - 


Е 


Яо 50 ость изебстиое уравлеме цниной лише; точка, въ которой каса- 
зельная горивонмьтьиа, есть вамая инжняя точка кривой н ордината ея 
равна А (въ повыхъ коордиватахь), . 

Длина какой-хибо чаели дуги кривой опред®лится безь новаго ипче- 
трироваши изъ интеграла (22); усдовимея считать длмиу дуги оть пиж- 
ней точки; тогда. О, = 0, в потому: 


ТА с ^ 
в — — и К о ми. 
ыы’ М; 
ло 
41 ь 
ве =, 


а изь. (24) и 635) найдемт; 


Ут 


1 — 
--1 = 5 (ити, 


поэтому получим: 
. (26) 


Назижешо выразитея ин формучою; 
у . 
=№ т. уе. (8, №8) 
Итакъ, млжелия однородная зибкая нерастяжимия нить, паходясь 
8; положен равиовься, приниилеть вид уипной лиц; потязнене 
изимать нанменьшую величину ва самой ниокией зпочиь кривой, в в5 
прочна, зпочказа виюеть эначеная, выразющемыя формулою (98 918). 


$ 7. Положене равновЪ я гибной нерастяжимой нити, помфщен- 
ной на данной поверхности. Геодезичесн!я лини. Еслп гибкая пера- 
стяжимая нить помиана на какой-иибо вполн зладкой эобвреностиь, 
10 въ числв приложениыхь к ной силь бупуть взаслючаться нормальвыя 
реакщи поверхности, которыя мы тагие будамъ разочитывать ва оди- 
пиду длины нити, подобно силф ба именно, величину главнаго вектора, 
резицуй поверхности, приложенныхь ь влвменту 43, выразимъ такъ; 


Аа у "* (7) = (7 } 


а проэкши его на.ови коорлипать выразимт, произведенями: 
А ой @3, АЯ, 97 у А 9! 48. 
9 08° 
тдЪ 7’ означаоть фувкцио отъ 2, у, 2,  одонвляющию первую часть уравне- 
шя } (>, у, 2) =0 поверхности, а Л есть поизвЪетная намь функя оть 5. 
Дифферонщальныя уравнешя равновфея нити будуть имЪиь слбдую- 
Пий вид: 


тен 9) 


Пользуяеь этими уразненямы, падо имфть въ виду, уго координаты точек, 
зити должны удовлотворять уравнению поверхности 


Гри... 8) 
и что, косивусы. Углов%, составляемыхъ съ овями воординагь пасатольною 


къ кривой, должиы удовлетворлеь равен 
о АЕ: НИИ 
03 ду 43° 42 в 

Изь уравнеми (27) можио соесавать дифферевщальное уравлеше 
длн опредфлетя ) въ Ффункшы оть 3; дия этого надо поступить танныь же 
образом, тамть было послуинено сл дифферевщальными уравненями 
равновфся свободной нити, а имоцпо ладо помнолить нервое изъ урав- 

м Г у Я: 
ненй (97) ия ду, второе — па у,, трелье — па ду м затбыь сложить 
веб эти ‘уразвена; иривяюь во вниманю равенство (29), получимъ то 
самое уравнеше (14), какое получилось въ случа лити свободной. 

Для того, чтобы вайти форму кривой нини и закон натяженя, 
ладо интегрировазь уравненю (14) и два дифферснщальвыя уравношя, 
получаемыя по исвмочени Л изу уразненй (27), 

Обралиму сначала внимиье на 3% случан, ‘когда %, 3), 8 равны нулю, 
1. в. кода нити, натяпутая на зладкой поверхности, подвержена 
только реакщямь этой поверхности; тогда интеграл» уравнешя (14) 
будеть = А, (1. ©, метяжеене наити одинаково по ввов длить нити) 
а поэтому уравнешя (27) полузать слдующй видь: 

@ дар 9 Ау 9 А а 

48: № Ч’ а а’ ТМ 9 
тождественный еъ видомь уравнешй (320) стралицы 199-й, П часхи вурса 
авацит, мох.); слёдовалельно‘ванию засполавается по зводезичесной привой. 


88. Условя равновёся силъ, приложенныхь къ твердому тБлу. 
Услови равновфефя свободнего твердаго тиа ий свободной неизм*- 
инемой системы точекъ получаются изъ шести ди(феревщальныхь урав- 
нешй движешя такой сисуемны, если въ нихь положить ускоронёя точен 
равными нулю; тогда получится шесть слёдующихь услоый равноввея 
виль, приложенныхь къ талой систенё или къ свободному хверхому тФлу. 


= ет ев 


. (30) 


Уша-вУ 


69 


— 48 — 


Первыя части равенствъ (30) суть проэвщи тнавнаго вестора сил, 
приложенныхь къ твердому твяу. Мы будемъ обозначать главный векторъ 
черееъ В, а проокциг его на оек координать черезь В,. В,, В.. 

Первыя части остальныхь трехъ равенетвъ (31) суть проэющи глав- 
паго момента силь вокругь налела координать на оси Х, У, 2. Этоть 
главный моменть мы будемь обозначать черезЪ 1, а проэюн его на оби 
хоординать черезъ Л, Д, Л. 

Послёдшя равенства могуть быть замфнены тремя другими, первыя 
части которыхь будуть заключать проэкщи на оси координат. главнаго 
момента Л, силь вокругь какой бы то ия было тои К, коорданаты 
хоторой суть, У» 24. 

Проэкдйи этого главнаго момента Л, будемъ обозначать такъ 

(№, = 4 в08 Х), 

(1,), = Л, соз (ЛьУ), 

{Л. = 4, вов (1,9); 
онф выражаются такими обравомти 


ыы 1 
и, = Уи А - и) У), 


= 


и 


о, = Уна ь) Хх, 9|. .. 9) 


о, = У аа) У, фи) Хо 
=: 


} 

Если здесь выдфлить члены, заключающие координаты точки К, то 
получимъ: р 

ы (1). = 4. — вВ. -к а, 

(у = 4, — В, + 2.В, |: 3) 
{Л,). = Я, — в, В, -+ уьВь 

Изъ этихь равенства» видно, что есди Ви Л равны пулю, то равны 
нулю (Л;)., (Л)» СЯо,; & следовательно и Л,. 

Сяфдоваленьно, для раеновьн совонутностиь сназ, приложенным 
ке свободному эпвердому тльлу, необходимо, чтобы злаеный веторе эпиить 
сих и злавный момете ить вопру какой-л бо точни были равны нуло. 

8 9. Услове, при которомъ совонупность силъ, приложенныхь 
къ твейдему тБлу, можеть быть уравновфшена одною силою. 

Пбложимь, что’ силы, приложелныя къ точкамь свободнаго твердаго 
тала, ие ураввовышиваются между собою, т. в., что веВ или ифкоторыя 


паъ шести величиит: 5... В, Во 


не ралны лудю; сарапнидетси, нельзя аи уравновфецть озу совогуини 
сил, одною силою, прихожонною и ифебторой точеб того ле тула? 
Ознамить чер, Х. У, @ проэвщи искомой силы ша оси коорди- 
нить и чере воордипаты тоткы ед примолеь 
Члобы налтная совокуивость сыль уравновёенлаеь этою сыхою, пе- 
обходимо, чтобы бышит удовлетворены равопетва: 


7 в = И -- == 
ХВ, = 0, У Во, В 0. |. а 
Л. — УХ =0| 


Изь них, можно составить сибдующее равенетво: 
В.Л. -- ВЯ, 5 ВУ, -- Х@У — уд) + 
-- Уши — 2Х) -- # (ух — У) = 0, 


то ость 
Д.Л, + В, В 


Софдовачельто, для пов, анобы данную совопуюноеть скло, прно 
эненить из свободному зтвердому тьлу, эжно бы20 уравновылеть 
одною спаии, ноаблодимю, чтобы было удовллтоорено условно: 


В.И. > ВТ, В 


И = ее. . (85 
21. в., чтобы злбдний моменли в зачвныйь соктот, дитной совокуюности 
сндь были вики портандикулюлия и чтобы пуриттоме злавный возторь 
зе быль уавень пулю. 

ели усломе это удовлетворено дазнов совохзяноетью слыгь, то аку, 
пайты волачниу, направлогие и точку приложея уравловиивающей снлы? 

Зеличина и илираюяьо отой силы опредфлиютея первыми хреми 
равенствами (34); изб пихь слуху что искомая сила равна и прамо- 
противопололита главному востору данной совопупности силь. 

Чтобы опредфлить ето прнложешя уравновфшивающей силы, ири- 
помникь конець параграфа 94-го (отр. 454), ТИХ сказало, что вели 
главный везторк.и главный момепть данной соповунноетн силъ взаныно 
перпендикулярны, то- плавный яомонть этой совокупности вовругь центра, 
паходищагося на цеитрильлой оси, равень пулю; крем того, прапомнииь 
формулы 4633) на егр. 481-й. 

Пусть жи, Уз: 2 буть координаты какой-либо точки. црытральной оси; 
Тань. кажь славцый моменуь совокуниоети виль вокругь этой точки рал 
вепь нулю, то, примфнивь формулы (833) кь этой точь, получим: 


0 д. -= 2..8, в В: 0 2 В, — 2. В 
ОД ну, В. = 


Д. Вобылевт. + 


— 59 -- 


Изь этиха, равенстьь и изъ равенстиь (34) лояучимт, сяёдуютия ура- 
вношя, слумашия для опредфлешя величинт хоординать точки пряложе- 
ил уравиоущивыюзщей споы: 


#— 2 9 — 9 2 в, 


В я в 


такъ какь это суть франнемя центральной оси, то мы можем сказать 
слфдующее: 

ели давиая` совокупность вил, приложениьть из свободному твер- 
дому ттьлу, удовлетворяеть условию (95), причем злавный векторз еп 
не равень нули, то ве можно уравновиснть одною снлою, приложен 
ною ко одной из атлыуь точень зивердию ттъяи, потюрыя находятся на 
центральной оси совокуниости силь; направлоше уравновтличетощей 
вилы доласно быть противоположно нопривленио злавнозо ввзтори 
(т. в. сила должна быть паправлепа вдоль по центральной оси), @& вели- 
чина ел должена быть равна воличинь злавнаю вепгора,. 

Найти поножеше центральной оса даниой совокуиности сить весьма, 
легко; прилязь во внимане указапиую на стразнгиь 153-й аналогно меду 
теорею скоростей точекъ неизыфняемой среды и теошею ряавныхъ мо- 
менторь сововуиости силу, мы можемь руководствовалься празиломъ, 
ириведеннымь на страницё 136-й кинематической части, замфиивъ: по- 
люсъ Ю — началомь коорлимать О, угловую скорость @ — главяымъ 
векторомъ В, скорость полюса Ю — главнымъ момепломь „{ вовругь 
дентра 0; тогда получимъ сибдующое правило для опредъленя положв- 
зая центральной оси совокупности онлу, удовлетвориюнихх услосзю (85): 

Изь намала координат О надо возстаповить перпендикулярь вт 
плобкости ВОЛ (черт. 6) въ такомь направлены, съ когораго ОЁ видно 

по явую, а ОД по правую руку; на этомъ ил- 

В правлен!и надо отложить длипу ОД, равную от- 
вошению: 


и 


центральная ось ИВ, будемь параллельна ОВ. 
0 д Обратимт. внинан!е. па то обстолтельство, что 
хочкою приложея уравиовфшивающей силы -мо- 
и эжегь служить всякая точка тАла, похохящаяся 
на цептральной оси, или, что то же еёмов,. иа 
направлени ой вилы; слВдовательно, всли каким 
нибудь путем лайдена, величина, направлеше н точка приложеня уравпов- 
пинающой снлы, то мы имфемт право перенести точку приложешя эзой 
силы на какую-либо длину вдоль по ся направлешю въ другую‘ точку тАла. 


ЧЁрк т. 


ЛЕ 


$ 19. Пара силъ, приложенныхь къ твердому тфлу. 

Обратимъ теперь виимане на тая сововупиоети енлЪ. главный век- 
торъ которыхь равенъ нулю, & глазпый момситЪ ие равоев пулю. 

Изь раволетвь (33) прямо видно, что дяя такой совокупиости силь 


(1, = ЛЬ (И = д, (М. = 


то есть, что главпый момепиь пмфоть одну и ту же воличипу и одно и 
10 же паправлене, пезависиыо оть выбора точки, вокругь которой берутел 
моменты. 

Простьйшая совокупность этого рода представияетея мерою силу, 
приложениыль кё тиербому тияу. Паро сняъ состоить изъ двухь рав- 
пыхь и прямопротивоположныхь снль Р, паправяентыхь пе по ирямой, 
соединяющей точки мат приложения. 

Плоскость, проведелиая черезь точки приложешя сихь и черезт ихъ 
направленя, называются Ялоскостые пары: кралчайутое разетоле между 
ннправлотями силь, пазывается илечомв пары. Кажцую силу мож 
перенести вяоль сл направлешя и приложить къ другой точей твердаго 
тфла, паходящейся на прямой, вдоль по которой сила, пазраиеца; можно, 
зюэтому, преложить обф силы пары къ оконечиостямь какого-либо крат 
чайшаго разстоящя между паправлешями енль, то сть можио предста 
вить себ, что силы нары периепдикулярим и оконечнослали, плеча ея. 
Если Р) есть длина плеча пары, а воличина каждой изь вйль нары 
равна №, то величины мозиизте пары будоть ранна РР, причемъ без- 
различно, будемь ли брать моменты покругь середишы плеча, или вокругь 
одной иль ото оконощостей, или вокруг :0й угодло другой точки. 
Пиправлее момента можемь представить себф въ видф вектора, воз- 
становлепиаго изь середины плеча периеидихулярно къ илоскоети нары 
и притомь въ такую сторопу, съ которой видно, что пара стремится 
вращать тбло слёва на право. бели момелты берутел вокругъ другой 
завой-либо точки, то, по сказаниому вышо, момелть пары будеть имТит 
ту ме самую воличипу и ниправлеше, параялельное вышесказанному. 

Изь сказапиаго вкиле понятпо слфдуютщое: 

1) Илоскость пары можеть быть выбрана по произволу, лишь бы 
она была перпопдикуляриа кь направленно момепта нары. 

2) Велинины равпыхь и противоположныхью иль нары произвольты, 
но илочо пары должио быть равно моменту пары, дфяоплому на вели- 
чину силы. 

3) Въ илоскости пары паправиеми силъ нары могуть быть произ- 
вольны ири той же величии» плечи и той же воличип/; каждой изъ снлъ. 

4) Выборт точекъ приложеня спль пл направлошяхь вияь произ- 
воленъ. 


4 


$ 11. бложене и разлонен!е паръ, Совокупность прилощенныхь 
въ твердому ТЬлу силъ, уравновфшиваемая одною парою снлъ. 

Если къ тнердому тбау приложено пфепольго натрт, саль, тю от могуть 
оны съ одной пар, имь эввывалюнтной, слбдутощныь образдиъ. 
п: вобхь паръ прозедемъ через одоу и ту же точку и по- 
Лоетроимъ геометрическую 
СОвОвУИНОСТЕ 


быть прмьел 

Нзоское: 
строимь момепты ихЪ воБругь этой точки. 
сумму этихь момовтовъ, 70 есть, главный моменгь этой 
Нациь; зазЪмь составимь пару сияъ, момекть которой равзыь этому глав- 
ному моменту. Составленнля такимь образом пара силь будоть веви- 
валонтныь дааной; созокуппости наръ, 

Приложенная пъ твердому тёлу пара силъ можеть быть разложена 
на двф пары слёхуютщимъ образомъ. 

Ироведемъ ‘черезь какую-либо чючку плоскость данной пары и по- 
стронмь моменть вя вокругь этой точки. Моменть эхоть разложимь па 
два составляющие по правилу параплехограмма. Мостронмь двф пары 
винт, моменты которияхь суть эти составляютще. Направлешл составляю- 
быть произвольно выбраны или де Ваданье. 


щихф момел+0вф мог 

Пели ир свободиому твердому тВлу приложена такая совокуиносуь 
сизъ, главный моменть которой не равень пулю, но главцый вехторъ 
равень нулю, то совокупвасеь эта состомк изъ нсхолькихь парт, силь 
и можеть быль уравнов\ щепа, одпою парою силе, зоментт, которой равен 
и противоположенъ главному моменту. 


$ 12. Совокупность силъ. не удовлетворяющая условно (35). При- 
веден{е совокупности силъ въ ваноничесному виду. 

Пени въ свободному твердому тЁлу приложена такая совокупности 
силт, которая не ухдовлетворяеть условно (35), то она не можеть быть 
зравповфлена одною отиВльтотю спою, не можать быть уравнов нова, 
также и одною отдвлЬною парою силт, по ее можло уравновенть <ово- 
Бупностью силы съ паротю енть или совокупностью двухф силь непарал- 
лельныхъ и не перосфкалищихся. 

Пусть ОВ (мерт. 7) сеть главпый вокторъ данной совохуипости ель, 
ОД — главлый моменть ея вокругь ‘начала гоорлинать, а волинины 


В.В, В, ЛЬ ди и, 


суть прозкши главнаго воктора и этого главнаго момента на оби коор- 


дииатъ. 
Чтобы ‘уравиовфеить оту совопупность силь, приложим къ тВлу въ 


1048 О силу. ОВ (черт. 7), разную и противоположную. главному вех 
торуОВ, ипару силь, моменть которой ОЛ? равепт, и противоположену 
главлому моменту ОЛ; посль этого, услошя разповьея твердаго тбла 
очевидно удовлогворятея. 


Сляа ОМ и пара силь, имющах моменть ОЛ", могутъ быть зам 
лены двумя силами. В» самомь дЪай, проведемь черезь О плоскость Й 
перпендикулярную гь ОЛ и примем ее ви плоскость пары; въ этой 
пяоскости изъ точен © проведемь вазую-яибо длилу ОЙ, которую при- 
мемь сн пзобрукойю одной изъ енуь 2 пары; зауТит, воястановимь пер- 
поидикулярь ОФ в, ОР и въ ОД вь такомь направлен, с потораго 
ОЛ видно по ялую, & О — по провую рупу; на этому пориеидику- 
лярЪ, который будеть завключатьен эъ плоскости пары силь, отябяямь 
дави ОМ, рамгио отношенно А, къ №; нёь точви 2М проведемь 
длвиу М, равлую и противоположную длин, О, которал будету, пред. 
ставлить другую силу пари; наполеци 
поетроимь равиодбиствующую О, 
силь ОР и ОВ’, приложентыхь кз 
точЕв О. ПосиБ эчого осажется, бо 
данная сововупноеть сия уравновй;- 
пена двуми силами: силою ОЙ, , при- 
лозонною къ трлу въ тон О, в ви- 
оо МИ, приложенною въ тАду в 
точёб М. Направлешя этихь сил 
ие пересимотся, такъ как мос бд- 
няя. сила варлючаетсл ву плоскости 
И в паправлетю еп неё вотр®чаоть 
точки (), между тм гакъ, первая 
сила проходить черезт, эту точку; эти 
силы не пераллельты, так кАюЬ 
снла ОГ, параллельно - прозивоно- 
зожная снль МР, вотрчаеть ст 
ОТ, въ точкь 0. 

Такимь обраломь, всякую сововунпость силь, пеудовлетворяющую 
уеловио (35), можно уравновВеить сллою, соедиленною съ парею сил, 
или ‘двумя попараллольными и непоресфкающимиел силами, 

УравновЪшивая данную совокуиность силою и парою, можемъ при- 
ложить силу В’ не къ гонкВ О, а кь какой угодно другой точь» тля. 
но тогда придется измёнить величину и направлене момента пары; если 
эту силу, разпую и противоноложную главному вектору даяной сово- 
ъупности, приложимь къ зочкЗ И” (координаты которой вутк Я, 9» #), 
то `моменть вл вовругь ‘точви О будеть ть слфдующия проэющи на 
оси координатгь: 


[ФВ + ль В,) (—& В: + а, В, (—з, В, + у. В,); 


“Чери. 7. 


поэтому, прозйщих момента ‘повой пары, которая должна уравновфеить 


даниею совокунноеть силь п силу АБ’, долянии быть равны слбдую- 


ими, величитцуми 
м 


„— и. В.), —- (А-В, — В. 
р кив, 2), 


| 


1. в. отрицалельно взатымь проокинить гицигаго момовта данной еово- 
куилости силъ вокругь точки И” (ем. выше формулы 33), 
Сафдовалельно, ярнложенную кз свободному завердому зиьлу совокуз- 
ность ендь, неудовленооряюную услойю (35), можно уравновьенявь 
силою и парою снаг; епла, равния в прямитротивополоменая злавному 
челпору совокуиилин, моэжели, бъяль приложены ко лобой зпочкь эпвер- 
био пил; момент эке пары долсеы, быть равонх в лротивотоло- 


жень сливному моменту совогуианостиь дону зйдл оточнь вии, к 
конорой приложении сила. 

Такимь образомь выборь точки призоженя силы влзиеть на велиипу 
и паправлеше момента нары; несмотря па 210, прозмйя момента, нары 
па направлеше свлы изфеть одпу п 95 ке воличину для одной и той же 
совокупности сить, совершецио независимо отъ выбора точки К, а имели 
воличица этой ироэвциг равна: 


Л.В, Л.В 


3, сав (Л., В) = оз (1, В). .. (3%) 

Отсюда слбдуеть, чт0 пара силъ будеть <ъ памменыиимь моментом 
въ томь случаБ, когда сила будеть приложена къ пакой-лябо изъ точекъ 
та, находящихся нА центральной оси данной совокуппости сихъ, потому 
что тогла моменть пары должеть быть паправлень вяоль по сия №, 
хакъ какф главлый моменть вокруг такой точки паиравлелт вдоль по 
главному вектору (ем. стр. 453-0). 

Для онредфлешя похожешя центральной оси данной совокупиости 
силъ можно составить правило и написать формулы, руководствуясь упа- 
занною на стр. 463-й аналомею можду теортею скоростей точокъ неизм{- 
няемой среды и теорею моментовь силы. Ивъ правила, ириведеннаго на 
страницв 136-Н килематической части, павлечехль слфдующее правило 
для опредплешя положеня централоной оси совопупности, силь, нвудо- 
вленебрающей услов®ю (35). 

Изь начала координать О надо возсталовить порпоидикулярь къ пло- 
скости ВОЙ, вь покомь направлеши, съ вотораго ОВ видло по лбвую, 
а ОЛ, по правую ругу; на этомъ направяени надо отложить длину ОД, 
равную: 


од — № В), 


тока Ди будегь одною няъ точека цонтряльной осы данной совокуп- 
ности силь. Мептральтал 066 нпраляельна главному пестору. Раявный 
моменть совокунности сить вокругь готорой либо ияъ точокх этой ое 
равенъ: 


А, 008 (№, В) 


и направлень вдоль по центральной оси. 

Изъ формуль (151) стр. 185-й кинемагической части получихь выч 
женя координать точки Ц центральной оси сововуиноени сшаь, если 
замёнимо: точку # — иачаломь координат» О, угловую скорость ® — 
тлавныму, пекторомь Ди скороеть точки 0) — главным моментонт №; 
им: 


_ Я.В д, В, 


Уравнешя цептральтой осн совокупности силь алалогичим уравяе- 
нямтъ (150) стр. 130-й кинематической табти, & именно они таковы: 


сли подставяюь въ формулы (633) отр. 451, вмфето 2, у а,, 
координаты точки Ц’ или какой-либо другой точки дентральной оеи, то, 
поель пбеоторыхъ преобразован , получим слёлующя выраженя проэкщй 
главнаго момоита совокуппости силъ вокругь Этой точки: 


В ‚ В. . 
(1, = РА, ве (И, В Л, = ЗА, с08 4,, ВУ 


й В, 
р, = Ло 


Эти формулы выралимоть, что моменть Х, натравлешь по централь- 
ной оси“и равень проэвщи момелиа Л» на направлеше тхавиаго вектора, 

Приложенная къ тлердому тфлу совокунность снлъ, состоящая изъ 
силы и пары силь, лЬйствующей въ плоскости периспдивулярной къ сил, 
называется совокунностьи. наноничеснию вида или каноничесною .с0во- 
тупностию иль. 

Одну силу, призоженную кь твердому тфлу, можно равоматривать 
залу такую канопичесную сововупиость сшть, 7 которой пара силь имфегь 
моменть пуль. 


В). 
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енную Бъ Ти 
№ совокупность си; 


му тблу, молю раясматри- 
у которой сила равта 


Олиу пару сшль, прнло: 
вать даииь тажуи салготчеС 
НУ. 

Вь $ Э-мь было побазатю, что совок 
чою (35). эврипалентиа одлой сил 
1 спль, эгвивалентнов вари скл; павопенць, мы тепор, видимт, 
то сововуиноеть спль, пеуловиетнорикицая условто (35). эквивалентна 
канонической совокуциоети сил, у поторой ии ециа, ны пара сеня це 
ь тенерь высканать слЪлутотцов полоянийе 


иность силь, удовлетворяющая 
вт $ 11-мЪ говориловь о сово- 


равны нулю; поэтому мы може 
Рчзидав говонутность снль, приложенные кз твердом тылу, м- 
ожеть быть приведена кз ваноничискоми внду, 


8 13. Совонулность параллельныхь силъ. 

Солотулность параляельныхь силь, прувюженимхт, кт. твордому тБяу, 
приводится га, одной сазф, или м ониой нар сить. 

Озпачиуь черозь ®, в, з воснпусы угловъ, востанляемыхь пмуавяе- 
Шеуь адной нар этнху, енль (силы ,) с% осями воординагь; мерезт 
Е, 1 №... №, означиме положительно изятыя возичиииы тфхь вн, 
паправленя гозорыхъ параляольша напризменио силы №,, н отрицательно- 
взятая величины тВхь силъ, папраедетйя вотарыхь противоноложямы Ви 
правление силы №, 

Проэкшь на оси координи“. главнаго везторза этой сопокушости и 
Гламуиаго моментд ея вокругъ начала моордннать таковы: 


т, этихь выражешИ видно, что гиавиый вектора, равопь УР, в 
тлавямй момелть перпендикулярент въ направлению ‘сихт. 

Софховатояь!о, если главный зекторл, параллельных» силь ве равоть 
пулю, то совокупность атихъ силъ энвивалеятна одной сил; равной и 
параллельной главному вектору и приложенной ть одной изъ ‘точеюь 
центральной оси. Одну-изь точекь этой оси, а нменно точву Ц, смны пай- 
демь ио правилу, указаниому въ 5 9-мь, или по ‘формуламь предыду- 
цраго ‘параграфа; но мы обратим впиммие ла другую точку этой ост. 
коордипаты которой суты 


— оу — 


& точка С дЬйствительно находится па нептральной ос, такъ ка 
туавный момогиь вовругь цел сеть пуль, в чему не трудио убфдиться, 
состаниву выражешя прозкщй этого мюмента по формулам (633) стр. 451-й. 

ОлЪдуеть зАЛев замфтить, что координаты точки С’ ие завислтЪ оть 
посинусоль А, в, У, тай» что, если ве силы совохупиости, ие изм 
сроихь величинъ и точекь приложешя, и оставалег, параллельпыми между 
собою, изуфояу» свов паправлоше, то пололеще точки © по яныбнится. 

Кром того, вищъ вторыхь частей выцимжелий (37) сходемь ср видомь 
выражетщй ((630) сть. 426) гоординяту центра ннерщи: системы мата- 
зерлальныхь точеть, 

Точка О пазывается центром» данной совокупиости параляельныха сндь. 

Приамфинвъь формулы (37) мь цвумъ параялельнымь суламь одилако- 
ваго иатравлезя ни протавоположныхь направлеютй, найлемт, навуехльтя 
вт рлемоизарной механикй правила дал тавъ называемаго сложен или 
равложеня двухь наралиольныхь ль. 

Если главлый векторь данной совокриноети параллельныхт силь 


фавенъ нулю, т.е, вели №, Л, == 0, то совокупиасть эквиралентна парЪ 
«илл, 

$ 14. Несвободныя твердыя тбла. Число степеней свободы. 

Свободное твердое "ло имфетъ шесть стелецей свободы, там какъ 
вс шесть велияинь 92», У,, 2; 4, №, в, отредблиюния положено 
твердаго тфла, вполив мезависимы одпа оть другой, еели тю свободно, 
Точка Ю можеть им, произвольпое положеще въ пространетеф и 
урны 0, 26, з могуть имбть произвольным значешя. 

Спобода двилошя такого твердиго РВла пеогразичени; которая угодно 
изъ чочекъ его может имёть всякую скорость пе всякому направленно 
и угловая скорость можеть нить капую угодно величину и какое угодно 
паправлеще. 

Еели твердое тбло подчинепо тадому уеловшо, въ сиу котораго ве- 
ЛИЧИНЫ Хи, У, 2, 4 №, 9 должны удовлетворять равеяству: 


Ф (о, У в, 9, 0, 

То : 510 услове представляеть удерживыощую связь, латтатощую ло 
одной стонени свободы, потому что тогда ТОЛЬКО ПЯТЬ ИЗ числа нести 
ВОличинь и, Уж: 2»: 0, 85 9 независимы одна оть другой и произ 
польпы, численрая же ведичииь естой опредвлявтея ивъ предыдущего 
равенства по ииеленныимь величинам осталъзьехь теги. "Тавленть образом 
твердоо твло, евазанное одною удорживмощею связью. нмЪеть нять сте- 
поней свободы. 

Каждая новая связь ограйичикаога одну, стенеяь свободы; если, ка- 
примбуь; связей:три, то зло иметь три степени свободы, 


же; 9} 
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Каждая евязь оказываеть на тЁло реавиш. Меходя изъ дачала воз- 
можныхь перемфщенй, можию составить вырожентя проэкн главнаго 
зеитора и главнаго момента реакщй каждой связи. Но мы здфоь огра- 
Ничимея тользо тацины связями, который дають одну реаьцио, прило- 
зенную къ опредфиенной точкВ твла и притомь направлене этой реавщи 
будегь очевидно само собою, а потому въ дальтбйния подробноети мы 
не вллдимся. 


$ 15, Условн равновфе!я твердаго т6ла, опирающагоея опредЪ- 
ленною точкою на данную неподвижную гладкую поверхность. 

Данную точку твиа мы примем, за точку 10; такт, какъ она должна 
пАхОДиТвОя на данлой наверхиоети, выражаемой уравненемт: 

Г (тез Уз вы) = 6, 

го со стороны ‘этой поверхности на тфло дфйегвуеть реакшя, приложея- 
мая ЕЪ т0чкЪ №, направлениая по нормаян къ поверхности и равная 
ААУ, гяВ Х множитель, свойственный резкцы, & А/—дифференщальный 
иарамезрь поверуности. Проззшя этой редки на оси координать суть: 


Чтобы твердое тёло находилось вт, равнов кали, необходимо, чтобы 
приложенная къ нёму совокуппость вилъ, имвющан Главный вектор В 
и виавный моменть вокругь точки 0 равный Л», уравноввигивалаев съ 
еавщею поверхности. Требовае это выражается уравнеными равповфейя: 


в. —0 
Эх» 

, 9. 

ВАО 
9 _ 

В, Ха = 0, 


(ЛЬ. =0, (1»),=50,  (Л,), = 0. 


“Гри послфиня уравненя, яе заключающия множителя ^, суть три усло- 
вя равповзая, выражахция, ‘био славуий моментз обвокупноетиг силе 
вору опироющейся тбчии долокеня быть равенг нулю. 

По пеключеши изъ первыхь трехь уравненй равповзом мыожителя ^, 
попучиыь два остальныя условна. равповфейя: 

8, В, _ В, 
и, 
бы бо 


вытражалоция. что пормадь ву, поверхиости вл, онпраюищейел точь дозожий 
быть цепгральном осью. по которой додикевь быть направлено плавиий 
векторуь сньгь. 

ТВ, томь случает, ковда ть 


ко онираетсн тие & на нзоскоеть ХУ. 
уравнойе которой ость 2, == 0. редкщи этой плоеиети равна » и ня- 
ралленьиа ови лов. [у этом слу К для равмокбей бла исобходамо. 
чтобы главный моменть вокругь А’ веБхь прихожениыхь спть быль рас 
вет, ную п чтебы поцтральная ось проходила череть точку К и была 
параллельна оси 2. По ятой оби будоть напривнень главный вектору 
сыль. равный м прямонротивонолокпый реажщиг нлоекоети, 

Ген поверхность ноудиржннающия, табу что оцириющаяся точки 
можеть отдфлнтьея отт. поверхность, то необходимо. чтобы главный веб- 
торъ призюженныхь силь пыль паправлель по отрацательной пормали. 


$ 16. Условя равновфо!я твердаго трла, имыющаго неподвижную 
ось, вовругь которой оно можеть вращаться и вдоль которой оно 
можеть скользить. 

Пусть А, н И, суть дв точки твердаго тфам, пахоляницяел на этой, 
ос, & чочку ЛО возьмомь вь сорелияф прямой, ихф соедиизлющьй, 1 
что разстолшя ЮВ и ОА, будуть равны {. Нредположммт,. что точки 
К. и К, пб мюгуть сходить сь оси Я-овЪ, по могуть свользить вхоль 
нон. Таюь какъ точка Л’, не можеть сходить съ илосвости УЙ, то эта 
плоскость обязывает па пое рельцю Х,. нараллельную оси Х-овЪ; если 
она направлена параллельно положительной оси Х-овь, то А, иметь 
вольчину положитольную, ебли же направлена параллельно отрицалель- 
ной осп Х-овь, то Х, имфеть поличилу отриналелитую. Такь саръ эта 
точка пе долина сходить ©ь плоскости АХ, то на пиве со стороны ея 
дБйствусть ройхщи Х„ паправяепная параляельто положительной оби 
У-овт, если №, положнтельто. Ма точку А, пе сходящую ип съ пяо- 
скости ХУ, ии съ плоскости 2Х, дЬйствують реакщи: А, — параллельно 
оси Х-онь и А, —парашлоньно оси У-овъ, 

Пусть точка Ю находичся въ началв воординалмь. "Тогда моменты 
реакщи Х, вокругь осей Х и 2 равны пулю, а моменть вокругь оеи 
У-овь равеиь А; моменть реакщи Х, вокругь оси Х-ову, равель (— #.), 
а моменты вокругь осей Уи & разпы пулю. Момелть реакщи Х, во- 
вругь оси У-овъ равент (— Й.)) а момелть реакщи ^, вокругь оси 2 
равень #А,. 

Составивь уравнешя раваовфся воёхь приложенпыхь ь тфлу син 
ц реакций, будемь помёт: 


"слов 


"Третье в остов изр этихл, уравпанй предетавлнвиь с0б0ю 
вся. Первое требует. зтобы заченый везутор» приложенмыяу силь 
сть. Чтобы злавный 


яго 
быль перненднкилирснь ко оев время, второе тр 
моменть зьлотенныха оель вара вн врилценя быль бы риавиь пузт. 


3 17. Условия равновёыя твердаго т6ла, могушаго вращаться 
вонругь неподвинной оси, вдоль воторой оно не можеть скользить. 

У этомъ случа надо м ремащямь +: 2, } о которыхь гово- 
рилесь въ предыдунемь парагрыр. присоединить ремийю А» прихо- 
женнуию ко ток Ю в напранлениую ло оси 2, потому чмо чозуа © 
не должна сходить съ плоскости ХУ, Въ этомт случай третье уразношще 
т будать сяфдуюицее; 

Ве =о. 

Стало быть вдииствепиое услов равновзоя выражастен шестимь 
уравнешемр Д, == 0 и значеже его уже высвазацо въ предидущент, 
параграр, 

$ 18; Условн равновёоя твердаго тфла, имбющаго одну нево- 
движную течну. 

Примем, эту точку аа падало координатт. Такъ ваву она ие долина 
сходить, ни иъ плоскости УХ, ни съ плоскоств ХХ, пи съ, плосковти МУ, 
10 въ ной приложены редкцит ^Х, — но оси Ж-овь. А, по У-овь. ^, — 
по оси 2-0вЪ отихь трех плоскостей, а потому уравуеля равнозфы я 
будуть: 


, 


Таннов 


Вх, =0, Ву, =0, В.-г ^, = 0 


о, 4 


Посльдея три суть условЁя равиовЪел, требующя. чтобы глдзный 
момент вовругь неподвижяой точки вех приложевныхт ГЬ эму силъ 
быль равенъ. нулю. 


$ 19. Убсловя’ равновЪбя твердаго тёла, опирающагося двумя 
точками ‘на плоскость. 

Совокулпость приложенныхь къ триу силъ должипа, уравновщнваться 
въ друмя паралкельными между собою и порпендикулярными кф ило- 
кости режшиямл послфиней, приложенными ку тии, лочкамь та, кото- 
рыми оно опирается ка плоскость; таит, кать дв параляельныя сины 
могуть быть, уравновылены одною. снлото, то. совокушность задляземыхь 
силь должна приводиться къ одной. сияв. 


—@ — 


Эта сила доляша быть пописидикуляриа въ плоскости и должна 
пересвкать прямую линию, проведенную череть опорныя точки «Би № 
тбна. Роли то опирается въ обфихь точкахь сь одной стороны пло- 
скости, то сила. экъивалептиая сововулности приложепияхл, 5ъ твау 
биль, долиша пересфкать прямую ЕВ между. опормыми точками он 3 
вели ке 1фло опиравтел въ одной точев по одпу, а вь другой--но арг 
гую второну плоекости, то эть сила должна поресбиать прамую оя% 
равсзояща ЕВ. 


$3 20. Успошя равновЪе!я твердаго тБла, опирающагося тремя 
точнами’ на плоскость; во всфхь трехь-пе одну сторону плоскости. 

Въ этомь случа ремыци суть три параялельния межлу собою (и 
перпендикучаяряья въ плоскости) силы, канравленыыя вв одну сторону; 
поэтому сововуллость оричоженньеь ть тыу силъ должиа привестись 
Жь онвой сеня. периепдикуляриой къ плоскости и паправлениой перазъ 
центр отихь трехь параллельтяхь редкдиг. Означимь череть 12. пели- 
лицу этой силы. расположимь оси Х-овь и У-овъ въ разематоиваемой 
плоскости, на которую онирается чЁло, и озпачимь черезь 4, У, ®,, У, 
2. /, координимы опорныхт, точент, в черезь я и — координаты центра 
зрехъ паралледьиыхь Треаищи, презъ Боторый, [о вышесказанному, долАно 
проходать паправлене спиы Р. 

Такъ каюь ве три реакотя направлены вт одну сторону. те точка 
{а, В) можеть пахолитьен либо внутри. янбо на пориметрб треугользика; 
образуемаго точнами (2. у), (2, . 9ь). (2, И»); сАбдовательно, направлено 
вилы Р ме должно поресфвать пловкости въ площади этого треугольныва. 

Пели вельчина спчы Ри координаты @ и з иззЪотвы, чо величины 
ремауй вь опорпыху, точвахь опредфяятея изъ слёлующихь трех ра- 
вонствъ; 


= Ра, Му, Лу, + № 9 == РВ, 
ХАНА, == 2. 
Эти ураввеши дають вноли® опродфлениыя зиаленя дяя велачинь А. 
$ 21. Случаи, въ ноторыхъ (твердое) тло находится въ положени 
равновс!я, опираясь на плоскость четырьмя или большимъ числомъ 
точекъ. 
Возьмемь эту плоскость за плоскость ХУ ин составимь уралнома 
равноввея твердаго Виа; опи будуть таковы: 
В,=0. В, = 0. Л, = 0, 
В М Ан... № = 0, 
Яр Ма. -ь АУ авы, == 0, 
А, — №, 2..1. 5 Аыв, ==0: 


+ А, -- № 


Первыя три равелства, пезатлючающуя реакций ^, прелетазляють условя 
равновфая та; они выражають, что совокупность задаваемыхь силь 
должна приводьтье къ одлой сялб. порменхикулярной къ ихоехости ХУ, 
Пусть Р веть проэющя этой силы на отрицательную ось 2-овъ, за иВ— 
координаты слфда этой силы на плоскости ХУ, если ^,. №,,....А, СУТЬ 
`реаяди параллельный положительной оси 2-овь, то послфлейя три урав- 
ненгя получать собдуюный выд: 


А... А, = РВ. | 
А Аи = 1... . 08) 
8 ыы =: Ра. 


Зная Л, а, В, мы не будемь въ состояли получить изъ этихь урав- 
нов опредфленныхь значев лил величинь ^,, ),,....А» Такъ канъ 
число посябдиихь боле числа уравненй. 

Эта непредфлеяность можеть быть устранена, если примемъ въ раз- 
счеги упругы дефорианих нажимаемаго та или плоскости; для при- 
мвра, приведемь рфшегте сяфдующаго опроса, 

На твердой горизонтальной илоскости. стоить столь, состояный изъ 
чвердой доски, опирающейся ная вертикальнихь ножнах равной дливы; 
эти ножки предполагаются ‘упругими и имфоть равныя длины только въ 
ненапряженномь состояви. 'Тредполагаотсл, что доска стола пе иметь 
вЪев, такь что, еслибы ла цее ие было ничего положено, хо она была бы 
торияонтальна и вой ножьи имфли бы равныя длины #. 

На доску положены грузы, ценерь хазлеши которыхь имфохь пе гори- 
зонтальной плоскости коордипаты а и’В; сумма вфсовъ грузовъ равна Р. 
Вслфщейне давлетя этихт грузовь, ножки укоротитея, причемь доска 
можеть негрявиться и накнопиться жь горизонту, но мы будемъ предио- 
засять, что доски виолнй тверда и ме искривляотся при наложен! груз 
Зовт, а тольшо нажиовнется въ горизонту, приченф ножии, ле сдвигаясь 
съ мёста, остаются вертикальными. Требуется узнать распредьлеше дар- 
лез на ложки стола, предполагая, что извфесны модули упрутости и 
злощалди поперечныхь офчевй вевуь ножекъ. 

Пуаь2==:0 есль уравцешюе плоскоети доски до паложетя па пее 
грузовв и #== а + бу-- е*) уравневе ея плоскости при обременения 
стола грузами; коэффищенты а, рис намь ею но извЪотиы. Означимь 
черезъ №, модуль упругости # — той ножия, червь «; — площадь ея 
попоречнаго сЪчея, черезь \, — воличину вортнкальнаго давлотя, ела 
мающаго эту ножку, черезъ 2; и у, — координаты слфда пожни на гори 
зовтальной плоскости. 


} Положительная ось 2Аовъ паправйена, онпаь, 
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Зеличина сжамя этой ножки выразится велачиною ординаты &; = 
== ии, -- у, -- с; а величина давлешя »,. производящяго такое сжал, 
опредёлится по извфстлой формул для упругихь растаженйй п сжат 
‘вторжной: 


Е, 
Е (ва, бу, - 6). 


Подетавимь эти выражен!я для ^Х, въ равенства (38). получишь: 


у у 
«Ув но Унине УшЕР, 
«Ув ни-ни -с Уши = 18, 


с Уве Уши с У, — Ра; 4, = 


Эти три уразнешя, слуломща дия опредфиеня поэффизщентовь и, 5, с, 
получать замтное упроцеше, есий за памало кобрдинать возьмемь целтръ 
инерши системы матаряльныхь точеть, совпадащихь со елёдами но- 
жекь па горизолтальной плоскости и имфющихъ массы иронорщональ- 
ныя воличинамь (., 0....95 СромВ того, за оси воорлипать Х-овъ 
и У-овь примемь главныя оси иветби этой системы точешь; торт» 
золучимь; 


Ра 28 Р 
ч=а и, =. 
Ув >: Хе 
Подетавивь эти золичины въ выражея для а, ^,,....А,, ПОЛУ 


чимъ внолив опредфивявыя значеши для воличипь ); но при этомъ мо- 
экезъ оказаться, что нИкоторыя ивь. величинъ Х имфоть отрицательных 
эваметя; Е будегь значить, Что соотвфтетвуюция ножки должны под- 
вергаться пе сжатию, а растяженно, причем пияийе Боны ЫХхЪ ДОЯЖНЫ 
быть прикрипнены въ няоскостн, & ив должны опиральея на нее сверху. 

Если же намь извфезтно, что всВ пожни столь только опираются на 
торизонтальную пиоскоет, сверху, такь что ни одна иль них не можеть 
подвергаться. растяженно, то рыпеню, дающее отрицахельныя величины 
для ифкоторихь \, должно быть признано иоудовиетворительнымъ. 

Во всякому, случа, для каждаго стола можеть быть найдено условю 
относительно положейя: центра, инерция ррузовъ, при соблюден и вото- 
раго веф \ будуть положитольиы; палримврь, возьмемъ случай стола 
стоящатго па четырех, пожкахь равнаго ‘ноперечиаго ефчемя и 'равнаго. 
модуля упругости, расположенныхь въ вврнинахь прямоугольника длины 2А 
4 ширины 28. 


Въ зтомь случа: 
Е 
. = 494 


давлешя па ножии будуть тадовье: 


Ы 9 7 
А, = + В = у, ь= = 


- Яну. 


2 
в: |}. 


Вер эти давлешя будуть положеительны, если точка (о, 9) будеть 


находитьен внутри ромба. вершины котораго суть 
примоугольникя, 


серодины стороит 


Кь учению о притяженти. 


3 1. Потенщальная фуняшя силъ, дБйствующихь по завону Ньютона 
со стороны сплошного тБла на матертальную точку. 


Сила притяжешя, по заколу Ньютона. между двумя матефальными 
точками, нмбощими массы т ит, пропорщолальна производенио вели- 
чинъ масоь и обратно пропорщюпальна квадрату разстояшя между пими 
Величина вя равна 


тлф ® ость численный коэффишентт, волнчину котораго опред лимь нижо, 

Если имфемъ, кромз притягиваемой точки жж (координаты которой 
буть ®, 9, 8) п притагизающихь матеральньхь точекь %, %.,.... 
т... т, причемь координаты первой суть 2, у, @, второй — 
2, У, 8... — ОЙ — Ш, 9, 8, И т, д, то похенщальная функщя 
виль притяженшя, оказываемыхь вефии этими точками на точку, выра- 
зится суммою: 


уе: () 


и, +У@-я уфе э. 
Проэкци на оси координать притягизающей точку # силы выра- 
зятся производными отъ И по соотвственнымь координатамь притяги- 
ваемой точки, а именно: 


Хх 


2, Вобылбвт, 


— 65 — 


Иль отихь вырыжешй видно, что, если нритягиваемал точка совы 
ститоя съ одлою изъ притягивающихт, точекь, вазууимру съ точкою и, 
та Г, обратится в» пуль, & нотому потенщальная фуне 
тится въ бозколечность и Х, У, Я въ (50)*, такъ кавл, отномешя -*; —, 
‚ хотя дрлаютел пеоиредфаспиыхи, но вт, ©с пе абращаннся, 

‘Вели вуфето отдельных притагизаютиях», точек будем ить силош- 
пос 1Ъч0 полезной плотности и копемимхь размфровь, то ин потолщаль- 
чая функщя, пи проэкши притягивающей свлы ие обратятся въ бозко- 
почпость, а останутся конечными пе только тогда, когда притягиваемаи 
точка будеть вн тфла, по даже и тогда, вогда она будетъ внутри т 
или на его поверхности. будоть видно изь пижеслзиующего. 

Пусть по ирежицему. ш, у. 2 — координаты притягиваемой точки при 
прямоугольной систеыв коордипать съ веями ОХ, ОУ, 07. Координаты 
же какой-либо точки сплошного матеральнаго тёла усновимея обозиа- 
чать черезь 2, 1. <. хотя эго суть поордипаты по отношепио къ тб же 
осям? ОХ, 0У, 02. Изотпость вещества в этой то'иф тфла означимь 
чорезь а; она будем, вообще. фушииею оть Ё, 4. ©. Масса элемента 
объома 441 будоть зат @1 С, а г будоть озимеительно узатал 
величина разстогиия точки и отъ точки, ихощей коорднпаты #1, 5, т. 6 


яй тогда обр - 
— 


оси коордипать силы притял: эмя точки вофмь тфломъ выразятся такимы 
интегралами, взатыми по всему объему тфла: 


(и  . ) 


ет а 9..1... (8) 
ИЯ 8 (2 — 
== == 2) ати... 


Продстазихт себ, что мы возьмемь притясивасмую току за полюсь 
ферическихь коордииать г, Ф, ф, гдё т означаеть разстолше притяги- 
ватощаго элемента (а 4 49 95) оть точин в ини нолюса, ф——утоль, со- 
ставляемый паправлешемь э (изъ полюса) съ овыо 2-овь, и $ — уголт, 
составляемый илоскослью, пропеденлою черезь г и ОЙ съ плоскостыо 
ХО2. Въ этихь координатныхь параметрахь разности координать эле- 


мента и точки и выразятся таз: 
2—2 = хуи 008%, 
1 ия узШезте, 


Е — 2 = 6055 


элемеитЪ же объеми, выразится таки 2“ 50 @" #5 
Поэтому выражешя (2) и (3) тонорь прямуть сифдуюний видь: 


ра | [ива $ ака» ку с (2.58) 
Х= = [| Да $ 6084 4$ % [са 

"= Г Гат та ау Г х (3,5%) 
7 = | зе сова зе 


Отсутстве знаменателя под, интогралами этихь зыражегий уже пока- 
зывасть, что Г, Х. №, Й пе могуть сдфлаться безвопечно-болылими 
только вслбдетв!е того, что точка т будоть хаходиться внутри нли на 
поверхпости тВиа. Чтобы разобрать ото воли, принимая во внима 
пазы ры зна и наибольшую величину плотности сго. развуждаехмь 6л18- 
дующимъ образом. 

Производя интегрировашя въ продыдущихь выражетаяхъ. начнем еъ 
пимогрироватя ло г при кавихь бы 10 пи было зпачешахь ф в Ф, опре- 
дфияющихь направлен ражуса вестора ”. 

сли точка 9 внутри тбла, то интеглировате придется произвести 
зь предфлахъ оть пуля до гдб ^, есть ращусь вехторъ той точки 
поверхности тёла, которая паходится па ввятомъ нзь полюса паправло- 
и, опред лявмомь значентями угловъ $, $. Если точка в или пояюсъ 
паходится вн тфла, то интегрировашю по г должию быть произведено 
нь предфлахь оть 7, дб, гДЬ 0 отиоситея къ иботу входа наиразие- 
ях внутрь тВла сквозь его поверхность, а 7, — къ ыы ту выхода этого 
панравиешя впаружу. Пусть (#а2 а) и (та 9) озпалмоть паибольшую 
х наименьшую величины с въ тЬлЪ, тогла очевидно: 


(пив в) = ‘< 07 < (тах) з 


(пи 9) 9 < г < (тат. 
| 


— 88 — 


Когда спе точни № находизся внуери тфла, то: 


из) - 


(но) (г; — г.) 4 < (тез) (5, — 


”. 

При копечиыхь разыёрахъ тьяа воличипы г*, м, 9) — 
изють повенныя величипы; если къ тому же и плотлость в во в 
точкахь тва пмбоеть кожечную зеличилу, 10 эти интегралы по ` имбють 
конечпыя велячипы для всякихь направлений! », а слфдовательно и резуль- 
таты, получаемые послЬ иптегрировашя 10 $ и по $, должвы имёть 
величаны конечпыя. 

Слфдовятельно, если мего имтеть конечную плотность и конечные 
ризмиры, то потенщальная фунюшя силь припяжетя нмь какой-либо 
зпочеи т в величины прозе этой силы на оеш воординеть ильють 
яонемныя величины, зд бы на погодились точке т, внь или внутри тльла. 

Гели т@ло ознородной плотности, 10 9, пакь величина постояниая 
для вефхь точекъ тла, можети, быть выпесена изъ под знака иптеериро- 
вая, такъ что вместо (2) будетъ: 


7 = |. ине: 


а величины Х, У, { выразятсл производпыхи отв 7 по 2, у, 2. 


$ 2. Притяжене точни однороднымъ сферическимъ слоемъ и одно- 
роднымъ шаромъ. 

Однородный сферячесый слой огравичень внутри сферою радёуса В,, 
снаружи — коицентризескою съ нею сферою радусь А,. Цептрь огихи 
сферь О возьмемъ за полюсъ; прямую. проведеппую изъ () къ притя- 
сиваехой точк® М (массы »), возьмемъ за полярную ось, сфорическы 
координаты точекъ слоя пусть будуть р, $, ®. Так какъ 


= НИЙ — № Розф + В, 
гдё Р озвачаеть велнчину разстояня 024, то потенщальная фупкщя 


«ферическаго слоя на точку М выразится такъ; 
: эт 
эт 42 


в = 
у 
== ата 2 — == и 
У= /е ® ГУ; ордере в. % 


Здфеь интеграль по Ф дасть 2, затВмъ Г можно представить так. 
ЕО с 


Зем в | Пр зто © 
5`/* ИЕ 
$ 


ль 


уд 


— 6 - 


Поль питеграломъ по © чиелитель равепт, половии дифференциала 
тричлела, находуицагосл подъ ворнемъ знаменателя. если разематривать р 
как постояипую величину, поэтому пеоиредфленяый илтеграль будет: 


5р беоне к |". 


р 


=} 


При 9 = п положительная вельчина корня будеть (р-+-7)). приз 
положительная величита корня будоть (2 — 2). если р>2, или же О--р, 
вогда р< Л. Поэтому, ослы точка 2М находится внутри маесы слоя, то 
слой иадо иредставнть себ раздьяениыми, на дяф части сферою радуса Г) 
ы соотвтетвенио этому питеграль по р надо представить въ видЪ сухмы 
двухь нитограловъ, первый въ предфялхь о, р= А, ло р= 7), втовой— 
вь предфлахь отъ р =: Р до р = Д,. Соглаено съазаиному будеть: 

р 


а 


Го -р— (ф-— 09] 4 - 


А 
4 


2ъето 


тр евр ф-- 17] @ 
Ю 


Стало быть , 
ль | 
р тие РВ. вин (вр)... 8) 


Когда, точка М паходится вп сферы радмуса А» то для вефхь р 
разпость Л -_р положительная, а потому при Р> В. 


_ 4лата В’ — В 


и, = 
илН 
, М й 
у еее 
гдЪ 


4 3 
3-20 


есть масса всего слоя. 
Шели же точка ЛИ паходится во внутренней полости слоя, табъь что 
< В, 10 тогда 
(ТР), = Эжето (В — В}... @) 
Мзь выражений этихъ видпо, что У измфеяется сплошнымъ образомь 
при прохождеши черезь еферу В, и при прохождение черезъ сферу В,, 
потому что при Ю = Я, оба значешя (Г), и Г одинаковы, точно также 
одинаковы и оба значешя Г н (ТР), ци Рр= А,. Во впутрекней ио- 
лости (Г), имветь постоянную величину, вяЪ паружпой поверхности 


— 10 — 


слои нотенильная фулкщя (И), тождественна съ потепщальной фуни- 
цею малормальной точки массы М, нахолящейся въ центрЪ ( слоя. 
Когда точка ЛХ паходител въ массф елоя, т. в. при ЛР мельшемь В, и 
большомъ В, потонщальноя фушиия Г равна суммё двухъ чаетей, пор- 
вал равна $ в 

тр’ 
(АХ М, есть масса части слоя между сферами радусовь Юн А,) 
вхории же равна потенцальпой фупкши наружпой части слоя (паходи- 
щейся межлу сферами радлусовь В, и 2) па точку, помфщенную внутри 
полости отой части. 

Велфдетые снмметрм слоя вокругь прямой ОМ сила празяженя, 
дЬйствующия на точку №, должна быть направлена вдоль прямой ОМ 
и как величипа ея, такъ и паправлеше должны выражаться производ- 
ною оть нотенщальной фупкщи по /›. Выражень (6) даеть: 


9 (7), м 
= (д... @) 


вся масса его была сконцептрирована въ его центрв. Изъ выраженя (7) 
слудуеть, ч70 слой ие оказываетт никакого притяжешя па точку, пахо- 
дящуюся внутри полости его. Изь выраженя де (5) оказывается, что 
9 М, т 

7 Ни ... 


Хр. 


т. в. паточку, находяцеуюся въ масс слоя, дФйствуеть притажене только 
той части слоя, которая находится внутри сферы ращуса 7), часть же 
слоя, паходящеяся вн этой сферы, никакого притяжения не оказывает. 
Пе трудно убъдиться, что и величипа еилы притяжещя измфияется 
сплошным образомъ и пе претерпфваеть разрыва на поверхвостяхь слоя. 
Гели возьмемь производныя второго порядка но Г), то пайдемь: 


ву : 
а... - 10) 
р 
О. еее. 
ФР = 9 ы 2" 3 — жест = 
ар" = 3 Бои 
== ое Ив флеот 2 
= уг — ет... 0. . (18) 


Эта производпая проторифваеть разрывы. При нерехол% чорезь наружную 
поверхность слоя внутрь его и при переход череяъ внутреннюю поверх- 
ность изь полости въ слой она получаеть разрывы, равиые (— 17го%). 


На чертежЪ З-уъ изобрашени топкою яншею хризая, ординаты ко- 
Торой суть величины потеншала сферыческаго слоя при равличныхь раз- 
стоятяхь Л), отложаниыхь оть О по оси ибециссь. Кривал ота состоит: 
оть А до ДВ изь прамой параллельной оси абецисеъ. оть В до С — изъ 
кривой изображающей У оть р== Л, до =», оть С и до безконечности — 
изь равнобочной гиперболы ичфющей аесимитотами осв абсиисеъ и ось 
орлинать. Толстою чертою представлена януя силь, онц-—помавая, с0- 


Зет. 8, 


стоящая отъ () до № изь прямой, вовпадыющей съ осью абецисст, отъ 
# до .Н — кривой, выражаехой формулою (9) и оть Н до безко- 
печности-—кривой, выражаемой формулою (8). 

Фривая производной второго порядка—прерывная. Она состоить изъ 
праной ОП, изъ кривой Е.М и двлфе изь кривой оть № до безконеч- 
ноети. Равныя между собою длины МЖК н ГА изображають вели- 
чииы Атовои. 

Предиолегая начало координат въ ©, т. в. в5 центрв сферъ, озна- 
чимь черезь 2, у, 2 координаты притягиваемой точки 44, черезь 1).. 
фи — сферичесыя координаты этой точки, хашь что 


1 == И апо 003$ 


у = Рэце зтф 
2 = В с03 $. 
Составимь выражение. дия сифдующей суммы трехь производныхь 
второго порядка оть потепальной функщи 7 сферическаго слоя: 


РУ. ИР 9 


А =б й (и... (8) 


— 12 — 


Сумма эта называется днфферениальнымь параметромз второю по- 
рядка фуниши Г. 

Для сферическаго слоя Г веть фунища только оть Л, но она мезави- 
сить оть фи $, такъ что 


потому о у + 2, затвыы: 
ФР _ о м 
9 арт 1 РИ (> р) 


Я, 


поэтому 
9 оу 9 97 2 
ит тер. 
Изь полученныхь выше выражен для производныхь нерваго и вто- 
рого порядка потенщальной функши сферическаго слоя находимт, что 
составленное по формул (14) выражеше или А,Р будеть: 
3) во внутренней полости слоя: 


А, (7), = 


4) 


3) внутри масеы слоя: 
А,У —= — 4129, 


3) впф наружной поверхности слоя: 
А, (7), = 0. 

На поверхноетяхь же слоя коффереящальный израметрь ие ими 
никакого значенёя, 

Изъ получеяныхь формуль найлемь соотвфтотвующя формулы дия 
потенщальной функщи и притяженя однородным» шаромъ радфуса А. 
Для этого въ полузенныхь формулахь надо положить В, равнымь пулю 
и Л, разнымь В: Получимь. слфдующее: 

Тсли ‘притягиваемая точба находится вы шара, то потентальная 
фупкшя,. сила притяжена х5 левтру и производная второго порядка, 
равны! 


ели притягиваемая 


т 


. (16) 


р 
= 


Дифференциальный параметрь второго порядеа вий шара разонъ пулю, 
внутри шара: 
А.Р —= — 4. ое. (11) 
"Тазъ каль притажене шаромт точки, имфющей массу м, находящейся 
зн шара или па его поверхиоеги, тахово, как, будто бы масса шара 
была соередоточена въ центрф, 10 притяжение шаром точьи, находя- 
щейся на его поверхности, равно: 


зат Г. 


Примфнимъ это къ землВ, предполагая се шарообразною, амвющею 


радёусъ 
В = (6,3709). 10° саптиметровь 


и одвородную плотность 5,67, велЪдотв!е чего масса земли равняется 
М = (6,14). 10?” граммовъ. 


Приравнивая силу притяжовя точки # на поверхяости земли, т. е/ 


= Ла 
в 
воличин$ у, гдф 9 ускорене сиды тяжести, равлов 
[9] 
= 981 -ез, 
9 [8 


причемь [0], [9] ознанавть величину сантиметра и секунды средняго вре- 
мени, а [@] ‘будеть обозпачать величину грамыа, получимь слБдующую 
величину для множителя е: 
6,48 [СТ 
108 [9 [9 

3 3. Свойства потенфальной функши силъ притяженя по закону 
Ньютона со стороны сплошного тЬла на матеральную точку. 

Вь $ 1-мъ настоящей статьи было доказано, что потеищельная функ- 
шя У и ва производных перваго порядка ло.2, у, 2. имйноть конечныя 
величилы для веяниуь 2, у; д, воли плотность зла, и фазмёры его конечные. 


в 


Цъ отому еще можно приблайть, что выражене потенщальной фупещи 
тазого тАла обладяетъ сплошностью, 70 есть разпость велячие» ся въ 
ДВУХТ, безконечио-близкихь точкахъ ость велачика, безконечпо-маная, ва 


ато вняпо изъ выра: 


женя 


и 97 
аТ = и Че + ы Чу + 42, 
0 у“ 4 


потому что производныя перваго порядка отъ 7 велиинпы конечпыл. 
Алл подобааго же суждоня о силошности этихь производныхь ладо 
составить себЪ предотавяеше о томь, ковечны ли производпыя второго 


порядеа. 
Составимь выражешя этихъ производных, напримбрь слфдующахь 


двух: 
7 ы 
п = — т а 
у г зе-эи-У 
арии ^ "1 Г Г ] вое ИИ. 


Еелы ввости сфоричесыя коорлинаты, кахъ то было сдфлапо въ $ 1-мЪ, 
то получим 


,. = = — &® ГГ: = Т 6, 


фу ГЗ ый < оф и , , 
деду > °* Г — я зуиерий ри. 


Эти величины конечпы, пока притягиваемая точка иаходится виё 
массы тЬяа, но когда она находится на поверхпости тла или внутри 
массы его, то дия элемента массы, в» которомъ заключается эта точка, 
г обращаетея въ нуль и нотому мптегрелы теряють всякое зпачеше. Но 
можно утверждать что. сваи притлиизаомая точка находится виб чбла, 
то для тавихь положешй ея 36$ производлыя второго порядка копечиы, 
а потому нроизводамя перваго порядка силошты ви тбиа, 

Если иритлгиваемая точка находытся внутри "бла, то мы предета- 
вимь себ, что провели сферу весьма малаго радуса, захипочающую #5 
себ притягивавмую точку. Сфера эта должна быть на стольхо мала, 
чтобы можно било принять, что пхотиость вощеиства въ ией одинакова. 
Раздзлимь Г па сумму двухь частой: 9 и У; в есть потенщальная 
функщя вещества, находящагося внутри сферы, Т, —— потеищальная 
фуниаия остальной части тФла. Такъ каюъ точка я находится вп части Г, 
то произволныя 


2. 4, 


97, 07, ЭТ, 


бе’ бу’ в 


— 5 


но вышесказаитому силошимя. Производныя же 


#8 иг т 
ЧЕ’ ду’ 


суть нроизлодныя иотеищальной фупещы однородпаго тазны изъ $ 2-го 
мамь най\етно, ито отв производныя разрыва пе претериезаютт, а потому 
и сухмы 
9 т, № ЭР, 
Ч из у ду‘ 03 И 


разрыва ие преторпбвалютъ. 

Собдовательно, есь тьмо нитетв конечные разитры и конечную 
заотность 00 вериь вобига зтомиискь, зто знлтанийльная функшя и ея 
троизводшия перваю ‘порядка ио координатемв притуиоценой тонив 
сить конечныя и силошныя фунтии поорцитата, ить би приияивавлая 
зрочха зажодилаь, оупуи чли внь тныце. 

Когда притягиваемая точка удалитсл па безконечио-большое }раз- 
стояе оть притягивающаго тфла конечпыхь разыфровь и плоткостн, то, 
взявь за начало координать какую-либо точку внутри тбла, можемъ 
тредставить разстояше какой-янбо точки тфла оть притягиваемой точки 
тавимь образом: 


= ЭВ р 


1% В есть разстояще пригягиваемой точки отъ палата поординать, & 
Х = с03 (ПХ). в = с (ВУ), & = 08 (82), 


и разиости координаль притягиваемой точка и точен твердаго т6ла выра- 
зятея тако: 


Е Е 
ужо имфть въ виду, что отпошешя 1, д, х При весьма большихь 
величинахь В сравпительпо съ разибрами тбла будуть весьма малья 


дроби. Разлагая 
имбть рады: 


11 > 
„Ия По восходящимь слепеиныь этихь дробей, будеть 


ыы 


В а 
(ки ВЕ ...) 
Е р 
( = + Зь  ^ 37 р 


Дальнфицие члены этихь рядовъ закнючають вторыя и выония сте- 
пени выиесказавныхь отношений. 


— 168 — 


Собтавимь топерь величины ироизведешй ВТ, №Х, В*У, 1*И и 
предтоложиить вто В возрастаеть до безхонезности, такъ ато вов отно- 


шеня В: 1, } приближаются въ пулю; тогда найдемъ, что 


в (ВР) = = М, 


Но (= ",) — вп (2 Х) = — «им сов (ВХ), 
т (= ) = ва (8*У) = — зи со (ВУ), 
9 


из (® ".) = м (2) = — ив М с0з (ВА), 
т.е. предёлы, къ которыми приближается вышеознаменныя производеня, 
суть копочныя велачицы, имюцЦя тадзое значене, что ири удалейи ри 
зплоиваеной точки вь безконечность отв приваивающею зтьле потен- 
залитая фуиния приблионается из нулю, кан 

эт М 

-й 
а вомиита силы притяеия, направленной кз приптивощему ть, 
приближается ив нулю, как 


М означаеть массу твла. 


$ 4. Теоремы Лапласа и Пуассона. 

Есть еще одно общее свойство потенщальной функ притяжения 
по закону Ньютона. Опо относится къ величии диффороншельнаго пара- 
метра. второго порядка фуякщиг. Свойство это выражается теоремами Лап- 
заса и Пуассона. 

Теорема Лапласа состонть въ томъ, что во всякой точкВ, ви трла, 
т. в, въ такой, тдЗ не находится вещества. тбяа, дифферевщальный пара- 
метр А,У равень нулю. 

Въ самомъ дфзВ, дя вифязней точки производных второго порядка 
выражаются слёдующими интегралами, инфющими копечныя опред®лен- 
НБЯ зегичины; 


р 
дя И 


0:7 _ 


17 < 


Взявь сухму отихь пыраженй, мы унидиуь, что цедъ иитеграломь 


будеть нуль, а потому 
АР = 0. 


Теорема Пуассопа состоить в® том, что во всякой тягБ внутри тбла 
дифферсищальный параметру второго порядка равепь (— ‘ртзая), тя 3 
ость паотность вещества въ разсматриваемой точев. 

Даля доказательства этой теоремы представихь сейф. что вогрум 
точги т мы онитемъ сферу, ее заклочающую, и иритомъ сфера эта ст 
малаго редёуса. что въ шарб, ею обпимаемомь, плотлость вещества очень 
пичтожно разнытся оть плотноети зъ точкВ а. Если означимь черезь © 
нотепщальную фунишю этого шара па точку м, & черозъ ТУ, нотен- 
шальную функцию остальной части тЁла, вив которой находнаел иритя- 
гиваемая точка э, то, но теорехф Аандаса: А.Г, = 0. Для однородиато 
же шара во Э-мъ параграф было доказано, что Ар = — Чяезиь 
Поэтому 


4, Г = — 1изот. 


Надо обратить внимая пн слфдующее обстоятельство. Вели точка 
паходится на поверхности тАна, то пояьзя вокругЪ нея онисать сферы да 
самаго малаго радгува, внугры которой возд находилось бы вощества 
однородной плотности. Точио также. если въ тфлф плотность распредф- 
лена разрывиымь образом, тавъ что ееть поверхность влутри Фла, по 068 
стороны которой плотность различается па копечцую воличыиу, 10 нельзя 
выджлить шарь одиородпой плотиости, заключающео вь себ точку, па- 
ходящуюся на поверхности разрыва плотности. Можио однако провести 
малыя сферы через, оты точки на новерхности, ио изъ $ 3-го намь 
известно, тб для точекь поверхности однородпой ефоры дафферсицииь- 
ный параметръ второго порядка не пмбеть пикакото зпачены, а потому 
ц в точцахь поверупости тряа или в точкахь поверхности разрыва 
сплопиости функци с (плотности) дифферепщальный параметр 2-го по- 
рядка никакого значеныя по иметь. 


$5. Притажене матергальной точки однороднымъ эллипсоидомъ 
по закону Ньютона. 


1, Точка ножодитей внутри эллинсонда. 


Центрь О оллипесоида возьмемо за начало координатныхь. осей, ко- 
тозыя паправимъ по глазвнымт осямъ эллиисоида. Коордицаты кажой- 
либо точки внутон эллинсоида будемъ обозпачате черозь 2, у, 2, коор- 
дипаты какой-либо точки поверхаости эллипеонда -- через 2, '9, #;; 
координаты пратягиваемой точки 0, (масеы #2) будомъ обозпачать тако: 


— 18 — 


2, 9» 2. Уравнене поверхности эляинсонда, полагал, что главныя 
полуоси его суть а, 6, с. будеты: 


Е 
в 


1.1... 


Черезь точку О, проведемь оси ОХ, О,У,, 0,6, парадлельныя 
соотвтотвеннымь осямь ОХ, ОУ, 07. Точку О, примемь за полюстъ, 
ось 0. Ё,—ва полярную объ и плоскость 2,0,Х, за иноскость нерваго 
меридана сфорическихь коорлинатъ р, $, Ф, такъ что р веть радусъ 
векзорь, соединиюлий какую-либо точку съ точкою О, уголь Ф есть 
уголь, образуемый этимъ ражукомь векторомь съ осью 0.2, — уголь, 
образуемый плоскостью, проведенною черезъ ращуеъ вектор и 06 0,2, 
©ъ плоекостью Х,0,й,. Бижь извЪетно, между хоординатами 2, у, 2, В, 
У А Ир, $, $ существують слёдуюля зависимости: 


+ рэпе 605% | 
реше шо | . 


(3) 


в с08$ 

Означимь черозь < плотность вещества эллипсонда и черезъ з коэфи- 
шенть снлы пригяжешя по зажону Ньютона. Прозкшя на ось Я-овъ 
равнодфйствующей силь притяжения на точ? 0, со сторовы вефхъ эле- 


мептовъ оллипсонда выразится тройныигь нитеграломъ: 
пр 


й т | Г [5 
$85 


тдё р’ зто рф веть выражеше величины объема олемента въ офе- 
рическихь координатахь, р, —радгусь векторъ точки поверхности эллил- 
хоида; интегрирован по «© должно быть произведено въ предфлахь оть 
нуля 10 т и интегрировано по ф— въ предфлахь оть пуля до Эт. 

ЗамфнивЪ (2—2) черезь р созф, получимъ, по сокращеши и посл 
интегрироватя по р: тж 


ы 
й = вт |" р: 91 $:6050 0 4. 
| 

Это выражее предотавимъ теперь иначе, Весь объемь эллипсонда 
молит раздфлить плоскоетью Х,0,У, па дв чаети- верхнюю и нижнюю, 
Прозедемь радусь  векторр. ивь О, подъ углами фи ф до пересфченя 
ВЪ точкВ 1-Й съ верхнею частью” поверхности. эллисоида и. проведем 
также продолжен е этого радгуса-векхора вь обратную сторону до пере- 
сфченя зъ точкё 2-й св нижнею- часьью поверхлости вллипсоида.. Означивъ 
черевт, р; И р, водичины радбусовъ веклоровъ экахъ. точекь, можем ока- 


р’ эпо ара, 


= - 


зать, что первая тозка имфоть сферичесыя координаты: 0,, ®, 4, а. вто- 
рая — сферичесюи координаты (— р,), ©, №; нозтому 2 можеть быть 
представлено подт виломъ суммы двухь интеграловъ, въ воторыхъ пре- 
дълы по ф буть луль и 21, нредфлы по + суть пуль п 2; въ первомт 


стоить подъ интеграломъ р,, & во второмъ (— р,), такь что 
т 
2 


де [Ге -ы) Яо 6080 фм 
8 

Коордицаты точекь поверхяости оэялинсоида удовлетворяють уравие- 
Но (1); подетавимъ вмйето низь ихь выраженыя по формуламт (3), гдЁ 


надо замфиить 2, у 2 ир ч6озь 2, у, а, и р, получимь изъ (1); 


Ро’ Эр, + В = .. в 
тд 
Го 
Р = соо + р , 
‘ д 
зтУ 6082 


З 
та” 0 % 
з 

% 
= 29. 

р й 
притомь Р есть величина песомифнно положительная, какъ сумма трехъ 
увадратовь; величина же В отрицалельная, потому что точка О, нахо- 
дитя внутри эллипсоила. 

Уравнене (5) при всякомъ х и при всякомь Ф имфеть два кора. 
произведене которыхь, равное (&:Р) имфеть величину отрицательную: 
эти корни суть: р, и (—6,), а сумма ихъ равна: 

. @ 
р: — р: = 2’ 


Фа 2, 


з 

а 
о 
1 


Пожетавивъ это выразжее дла (р, — 0.) въ (4) мы увидимъ, чо Я 
обратится въ сумму трехь двойныхь ннтеграловъ, въ первомь будеть 
множителемъ 2, во второмь.— у, въ третьемъ — 2; изъ нихъ два пер- 
зые будуть разны вулю, потому что въ первомь будемы 


м во втором 


эп 


м = Г и 


Дор Вау О' 
$ 


— 8 -— 


тд: 


г РИ : 
8? Ф Рф 608" Ф 
_ оне. 
ы а ’ В е 6" 


Въ самомъ ДВ, каждый изь этихъ интеграновь мы можемъ оред- 
Ставить ВЫ ВиДВ суммы двух интеграловъ, одяого Въ предёлахь оть нуля 
до п, другого—въ предвиахь оть ® до 2ю. Въ послёднемъ замфиинъ ф 
черезъ (= -н=0,), волфдотв!е чего @Ф замбиится черезь (#}., с08ф == — 084, 
зтф = —3тФ, предфль ф = п замфиится предфломь +, =0 и пре- 
ДВль Ф = 2 — предёломъ 9. тогда второй интегралъ будеть отли- 
чалься оть перваго только анакомъ-и тФыу, что вывето Ф будеть стоять Ф, 
лапруврт: 


х [- с0зф @р с0зф 
1 ВИО: До Вр б Або - 
8 


слфдовательно №, = 0 и точно такь же №, == 0; поэтому 


[а 


в № а 
1 Зах 603' © ЧФ тео виу-ед . (6) 
$ ; 


Что касаатся до интеграла по $Ф, стоящаго здфеь, то не трудию 
зидфть, что черезъ раздфлене па двё части, указаниов выше, онь обря- 
щается въ 


ГА 
м, = г лентяи 


м: его можно разлолиать на сумму двухь частей; въ одной предёлы бу- 
дугу. нуль и 5, въ другой 5 ит. Во второй части сдёлаемъ такую под- 
остановку: ф== п-ф», такъ что будеть: @ф = —@,, в08% = — 0031, 
зтф = 58; и предфлы будуть при ф = ® ‘будеть 4. т у 
бухеть 0; =.0` Поэтому: 


8 _ 
м, [1 605" Ф 
0 


[?] 


44. 
Взо + О 


т 1 
 у(А--о) (В- о) 


помощью слфдующей подстановки: ещо = 


__1 4% 6090 
т Зун ее 


шо 


при Ф==0, н=0, при ф 
= ая» т == 
(с 


Вельделие правильнато вида этого выражешя не трудио заключить, 
что выражешя для Х и У получатся черезь ируговую перестановку 
буквъ т) Ун 2, И в, 6, в, Тогда окажетея, что 


Х = 2зоткаде д, 
6 


У = — 2зожя абс уу И # 
5 ( 


Изь этихь выражен, которыя мы представимь подь видомь: 


(а 


Х = — т Кд 
У = — авт Кир еее: 8) 
Я = — 4% К, д 
В К, К, К, вуть незавясяция оть 9, У» 2, величали, 
1 я 4 
=5 в а: ‹ 1 
БИ $ {ни У вр 


Д. Вобылеь, [3 


(0:2) 


1 Пу 


>! 
& 
+ 
т 
= 
<. 
кю 


= Фе чи, 


видио, пто потенщельная фузайя притяженй однороднаго эллинсоида 
на внутрелнюю чочку должна выражаться такт: 


У = 9 — 2ет (Кл -- Ки -- Ка). 


Дифферонщальный парамехрь второго. порядка оть Г или, что тоже 
самое, сумы: 


окажется равно: 


© 


1 1 1 @и 
—— вот п 406 — + н— , _ 
ив Иа би 29 


9 
й р 
= 46 пабе Г“ =] =: — 4зат ла, 
р И 4 абс 
0 
т.е В 
А.Г = — 4зотт. 


Величины А, К», К, зависятр ие оть размфровь зллипвонда, & оть 
ВИДА его, т. в. оть величинь отношев полуосей сго, такъ что, если 
взять эллинсоияь подобпый взятому, полуоси котораго @,, 8, в, вь # 
разъ бозве полуосей а, В, с, то. величины К не измёнятея. Въ самомъ 
дви, полагая 


зозьмемь выражено: 


Ч (ии) ВИ) (и в) 


и сдёлавмь въ немь слдующя замВик: в, == им, а; == па, в, =2 8$, 


и такимь же образомъ найдемъ, что и два друге множителя равим К, К.. 
Слфдовалольно, два концоптричесе подобные эхлилсоиха одпой и той же 
плотности овазывають мтолнф одинаковыя (по величин и по направио- 
ню) присяжешя на внутрепаюю точку. 

Изь этого слЪдузтр, что однородпый слой, заключаюнийся между 
двумя концентрическими подобными элхипсокдами, не оказывает пива- 
кого притажешя на точку, заключающуюся впутри полости его, Это 
было пайдено Ныотономе, 


$ 6. Теорема Айвори. 

Возьмем два софокусные оллипеонда съ полуосями: в, с и о, В, 1. 
Координаты точекь поверхности перваго означимь черезь 2, у, 2. второго 
Ь ъ © Их» уравнены будуть 


. 00) 


‚ (11) 


Такт, какъ опи софовуспые, то разность квадратовь сходетвенныхт 
10лу069й одинакова, т. е.: 


2 а? | 


Возьмемь какую-лнбо точку на поверхиости перваго эллипсоида; и 
човерхности второго эллилюонна найдемь точку, координаты которой 
отлосятея къ координатамъ первой точки помь величипы соотвфтезвен- 
ныхь полуосей, т. 0.: 

& _ = 1 


# и: р] 
р в . (19) 


толя дв точки будемь навываль взазмо-соотвтлтотвенными. 
Выберемь кая угодно дз точки Р, в Р, па первомь эллииеонив 
и им соотвфуетвенный Лу и И, на второмъ. 
Можно показать, по разслолия оть Р, до И, ‘равно разетоятю 
оть Рь до Му. Въ самом ду 


С = ее -ы (у: а в (ег -- 6 


а" — 2 а — у + 96): 
4 


ие -ы у 


— 84 = 


Иэь раленствъ же вида (12) мы найдем, 170 


поэтому: 


но 


поэтому 
у а р В з ГЕ 
пач ДН = 


Ни ба в 2, 


& елбдовательно 
(РА, 


Доказавт это, составимь выражете проовщи па ось -овь притяже- 
на, оказываемого одпородинымь эллипсондомь плотности о съ полуосями 
а, В, 1 на какую-либо точку Р поверхности эллипеоида съ нолуосями 
а, си выражеше праэкни па ту же ось притяжегия, окавываемаго. 
вторымь эллинссидомь той же плотпосты на соотвфтотвенную точку Д. 

Вообще, проаюшя на ось Я-овъ призяжещия, оказываемаго тВломъ, 
однородной плотности” на точку 2,9,2, наружную или паходящуюся 
внутри тВла, можеть быть выражела такъ: 


= и || 
=: Чи у в. 


Здфеь ножио взять ннтограль по 2. Ёсаи тёло имфеть форму сход- 
злую ©5 формою эллипсоида, то Я.выразится тах 


зат Пе =ЛЛ и, 


@рауйв == 


|= 


тАЪ первый двойной интограль распространень па веф тв элементы по- 
верхности, въ которыхъ лия параллельная положительной оси Я-овт 
входить въ 1Ъло, & оторой-—па вс тЪ элементы, губ такая лия выхо- 
дит изу гла. Величниа 7, озиачаоть разстояше притягиваемой точки 
оть элемента входа и 7.-—-равстоиные ея оть элемента выхода. 

Примвнимь 970 выражен! гъ притяженио, оказываемому эллипеондомь 
(и, $. в) на кацую-нибудь точку Д поверхности эялицедида (а, 3, 1): 
означимь через”, и 7, рааслояня до точки ПД, Й, проэкцпо на ось 
И-овь этого притяжения. По вышесказанному: 


И, = зат | Др“ — ГГ й 
|. р . 7. 
Е р 


Примфимь ту эко формулу въ проэвтии 7, на ось 2-овъ притяже- 
Ша, оказываемаго эллипеондомъ (а, В, 1) той же плотности © ла точву Р, 
‹«оотнётетвенную точ Л, при чемт, озназииъ черезь р, и р, раветояны 
огъ элементов входа н выхода точин 6; будемъ им : 


| 19 В 
== | Г = ГГ“ и. (0 


Мы можемъ при вычислен этихь притяжешй сопоставить вваимио- 
соот: ствениые элементы входа и выхода обоихъ эллииеойдовЪ, пра- 
чемь на основан формуль (12) будемъ имбть равенства: 


. (13) 


 _& м. 4 
а а: р 8 с 1’ 


портом: 
. а 
Е 
| ав 
Примемь во внимание, что о, разстоян!в оть точен Р до. ифкотораго 
‚ 2, В 
элемента ИЕ, ‘равно г т. в. разстольшю оть соотвётотвенной точки 1 


до соотвфуственнаго элемента ЧеИу; точио тавжо р, равно х„, поэтому 
выражение (13) т въ слздуюлуое; 


= ги (ЛГ Е ЛА: 


Отсюда и изъ выражен (14)  обдуаны 


д р 
(158 
пав 055 
зовертенно такимъ же образомь полутижъ: 
[78 пе а) 


вам 


а 


Эти равонетва выражають теорему Айвзоры; если взять два с0фо- 
кусные эллинсояда и представить ихт, себ наполненными масезыи одпо- 
родной и одивежовой плотности, то проэющя, па одну изъ главиыхь 
осей, припяженя, оказываемаго внутрепнимь эллицеондомь на точку, 
находящуюся на поверхности наружнагмо эллиисонда, так относится въ 
проэкиш на, ту же ось притяжезйя, окалываемаго наруншьюгь эхлиисоздонь 
ца соотвьтственнию точку внутренняго эллилсонда, какъ относится ило- 
щадь даметральнаго сфчев я, перпепдикулярнаго къ этой оси, внутрен- 
няго зллипсоида кь плотляди такого же сйченя внфщняго эянинеонда. 


$7, Точка находится внф эллипеонда. 

Основываясь ла равенствахь (15) можно получить выражетя проэещй 
на оеп координать притяжешя, оказываемаго однороднымъ оллипооидомь 
ца выфииюю точку, координаты которой суть #9» би. 

Пусть и, 6, с полуоси эллипсоида. Проведемь черезь то'ику (& Жи» ба} 


элцилсоидъ софокусный данному, пусть полуоси ого суть а, В, 1, прачемъ: 


й 


а -о ИыИчо, ео, 


такъ что уравноше его будеть: 
| 


ео 


Оно должно быть удовлетворено координатами &, 9, “.. Уравнене 
тротьей стопени относительно «: 


. 8 


имфеть три дфйствительные кория, кадеь доказывается эъ чеори эллилти- 
ческих координать. Одинъ пзъ корпей, заключеюнийся между предф- 
лами О и -- 0, т.е. положительный, опредфяяеть собою вллипеоиль, 
проходяций черезъ точну &, у», 6, находящуюся вн эллипсоида: 


Этоть корекь мы и обозначали черезь в. 

По формул (15; 1) проэкща ма ось Х прихажешя, оказываемаго 
знутреннимъ эллипсоидомь на точку (&, %,(,), выразится на основаши 
формуль (8) и (9) сллующимъ образомъ: 


Хх, — 4еот № вк, 


В 


— 57 — 
т% 2, у» 2, коордипаты точки соотвфтетвенной точкВ 5, ур, 5» ТаШЬ ЧТО 
— 


а К, есть выражене: 


ре чо (Инв) (и --о. 


Замбнияь въ К величины а* черенъ а’--, 68° черезв $" 4-ю, 7’ чв- 
розъ с? 4-® и зат№мь озпативь в 4-4 перезь #, полутимь: 


Чи 
Х, = - Звтт ве, > ыы . (17; 1) 
& 
тдВ 
у (и -и (че + 
Подобнымь же образомъ получимь: 
ы 2 
У. = — 9зтпав [я а... (11:9 
Ё ы № ее шуя (17:3) 
й 4 
— — Звотм до я .. .(0%3 
Е (73) 


гб ® есть положительный корель уравнения (16) и потому теперь инте- 
гралы величины по постояцныя, но завислийя оть координать пригяги- 
заемой вифшней точки, 


$ 8. Теорема Маклорена. 

Пусть имфемъ два одпофекуеные эллипсоида, оба однородные, одне 
плотности с съ понуосями 4, 8, <, другой плотности 9, съ полуослми 
в, 8, в» причемь по ихь софохуеносьй: 

аа 

Нусть $, 1, © суть координаты точки, находащейся виё наружнаго 
эляипеонла. Проведемъ. черезъ эту точку эллипсоидь, софокусный обониъ 
даннымь; уравнен:е ег: 


а 


9: = 
и-о 


ин: 
- 


м 
ао, 


ТВ, = ® — | 


— 88 — 


Прюэвдия па, ось Х-овъ иритяженй, оказываемых этими охлипеоилами 


ка точку 5, 1, 5 но формулам» (17), будуть: 


х 


Х, = — 20 мита, с, 


] _ @н, 
ини) Ув, 


Ч = (ини, 6 в,) @й 6), 


ДВ 


Во второмь выражение замфиныь м, через & — м, к черозь @н, 
тогда выфсто предфла ю, лолжио будеть поставать в; тамь вавь раз- 
посги в,’ — в, 6. — р, с —ы равим @?, №”, 6*, то интеграль второго 
выражешя огажотся тождественнымь ет интеграломъ порвато выражения, 
а поэтому 


4 фе 
Хх _ сю 30" М 
х, 9:6, Зо, тив с, м, 


ГДЕ М и М, суть массы эллипсондовъ. 
Тавимъ образом окажется, что: 
х У # М 
ХУ САЕМ, 
т.е., 410 притяжешя обоихь софокуеныхь эллипеондовъ на одну и ту же 
внинюю точку имфоть толдоственныя направленя, % величины притя- 
жешй пропорщональны массамь эллипсовховъ. 


Если массы эллипеоидовъ равны, то прятяжешя тождественны. Эт— 
теорема Маклорена, 


$ 9. Притяжене сферою и эллипсоидами вращен. 
Для повфрки примфнимь формулы къ однородному шару радбука В; 
положивь «—=$=е= А, получимь стлующее выражен для Х,: 


Чи 
— Аест т В ры ив = 


а тавъ пакт изь уровневая (16)-го при в==2 Е. слбдуоть: 


еее 
о = Ро, 


— 8 — 


то. - 
= — 3 


3 


сх А* 
{ 


в. 
то ость однородный шарт притягиваеть виТилтцою точку такъ, какъ будто бы 
вел масса его была сосредоточена въ его центрй. 

Примфинит выражетя (17) къ оллипеонду илапегариому, для кото- 
во $ =а ис<а. Озиачимъ координаты притагиваомой точен перезъ 
д, 9, 2. Но формуламъ 17 окажется, что 


о 
х , " Ци 
= — Эковл ее ; о . 
я И м-ние 
й 
= 
_ й * ии 
Я = — поет аа о 
/ (ем (и) 
о 


11 « опредфляется изь равенства: 


. (16, 58) 


отхуда: 


и 


би = — 2 (и — 2) бт: 


тогда выетриведепныя квадратуры могуть быть выполневы и окажется 
сльдующее: 


0 
3 (028 


=”, ИИ 


х у 
— = > = ет | 


{тео @ 
в. для продолговатаго эллинеонда зращеши, пало 
замбнить Ув’ — в* черсзь $ Ус’ а” и але Е черезь 5 5 ЮЕ и 
ТАЕЪ что 


Пра в <6 


асе И" 
в 


— Янв 


у (— 
2 6 
; = хот #— | 


Для планетарнаго зачпиесида, если притягиваемая точка находится 


8—0 . 
ца ого поверхности, 9 = 0; означимт отношопю --н^ черевь /”, такь 
а . 
910 0’ = евр ВЪ ТОМЬ случа проашуя притяжешя оыразятся тат: 


1- 
Зъвот 


агв { } 


ма ч 


= 


= 4твот ти {авив Г — Г}. 


Если { на столько малая величина, чо можно пренебречь третьими 
и высшими стецелями ея, то, равложивъ въ’ строку аге Г по восходя- 
щимъ степенямь } н пренебрегая степенями Г выше 3-й, получим: 


= А лете | 
Ха рлие п-т] 
4 | 1 
и“ Ща 
У=- у тату | 57] 
4 


— д тета | -ё я]. 


Начало Гамильтона и начало наименьшаго 
дъйетня. 


81. Переходъ данной матергальной системы изъ одного положеня 
въ другое. Пути прямые. 

Пусть имфетсн какая-либо система матер}альныхь точекъ, связанных 
такими бы то ни было связами и подвержелиыхь кавимь бы то ни было 
силамтъ; положныь, система мыЪеть # степеней свободы. 

Выразимъ положеня системы въ независимых, воординатпыхъ пара- 


метрахъ 1, 9... Чь. 
ПослЪ инлегрироваи дифференщальныхь уравнен!: 
= т ое: 9...) 
9, $, ( 2“ 
[6 
_ вР 
в: = рт 


и послф рёшешя вефхъ полученныхь вторыхь нитеграловъ, пайдемъ вы- 
ражен!я координатныхь парзметровь въ фунющахь оть Ки 2 постоян- 
ныхь произвольных: 


9 бы... бы... бы... 
Пусль эти выражещя суть: 
Е, ФО, бр... бы | 


"= 0, 6... бы) . ® 


АО, С,... Сы) 

Выберемъ два положешя системы; первое, опредфляемое олВдующими 
значешями координать (4,},, (4,),... (4%), п второе, опредрляемов зна- 
ченйами координать (49:),, (9.).... (4). Первое положене система, за- 
пимаеть въ _момонть:#,, второе - въ моменть #, причемь &, > 8. Для 
перехода системы изъ перваго положешя ‘во второс,. произвольнымь -п0- 


удовлетворлюния слф- 


столинымь С, С,, 
дующимь 2 равонетв 
(Ч, = И (6, ь С... бы}, 


} 
Фу = В, С, 0... бы, @ы 
(4, = 
(@), | 
(4>) и, 6) 
4, = В, 9, бы... 65. | 
Опредъяленныя изъ этихъ равенствъ величияы С, О»... Ош остаются 


постоянными при короходв системы изь перваго положешя во второе 
при дёйстыш даниихе силъ. Такой переходь точокъ системы изъ дап- 
наго перваго положения во эторое данпое положене условимея павы- 
вать ирямыма футемь, въ отлише отъ путей опольныхь, о которыхь 


будеть сказало въ слфдующемь параграфЪ. 


$2. Пути окольные. 

Можно перевести снстему изъ перваго положешя во вгорос, изм пая 
величины С, С.,... Ош произвольямуь образомъ въ течене промежутка 
времени (&—&) в притомъ такт, чтобы система вышла изъ перваго 
положеня вв моменть & и пришла бы во яторое положезе въ момолтт #,. 
Прн отомъ придется къ систем приложить еще друмя силы, кромВ за- 
данныхь. Такихь лвнжен — безчисленцоо ипол;есгво. Мы будемк навы- 
вать ихь дешеенями 10 околонымь путиме между полодешями перзымт 
и вторым. 

Для примбра возьмемь проетвиший случай, & именно движене тяже- 
той матемальной точки въ плоскости ХУ; предполагается, что сила 
тяжести напраллена паралдельно положичельной оси У-овтъ, 

Кавь извфстио, движене такой матермальной точки выражается ура- 


внен!лми: 
9 


2 


з 
= бо, у сн бя 0. 


Для хото, чтобы точка эта, бывшая въ моменгь #, въ. мот 2 у, 
пришла бы въ моменть &, на мфсто 2, у,, необходимо дель ттпоизволь- 
нымь постояннымь слёдующя веничины: 


2, ==, 


Если ие изъ перваго положения перевести точЕу въ течена времени 
{„/—&), меньшаго (1, —#), въ мфето 2, у» це паходящееся на прямом 
пути, то для этого падо постояннымъ дать тадая величины: 


в) 
2, 


„в 


Чтобы матертальная точка, выйдя въ момвнтъ $, изь положешя 6, Уз» 
пришла въ моменть $, въ положеше 2, у» постоянныя должны изыЪ- 
ниться и получать повыя значеня: 


Тажимь образомъ матеральная точка совершить ломаный окольный 
пугь, состояний изъ двухъ частей. 

Для того, чтобы матершльная точка совершил такой номаный околь- 
ный путь, необходимо сообщичь ой въ момепть $, надлежащий импульсъ, 
хоторый измфниль бы постоянлыя С’ ть постоянпыя 0“. 

Можно ировости ту же матораньную точку другими окольными пу- 
тями, состоящими изъ трохь, чегырехь и большаго чисна частей, при- 
чеиъ произвольныя постоянных должим будуть иомвыять свон величины 
ури переходв съ одной ‘части ломанаго пути на слбдующую. Продожжая 
упеличивать число изломовт окольнаго иути до безконечтоети, мы бу- 
домъ приближаться вк онольному пути, на котором величины С’; О, ... 
измфиятюотся  непрермзныйь образомъ сь теченемъ времени, Вмфето ряда 
‘послфдовахельныхь импульсовъ; къ матор!альной точь придотея прилозкать, 
нбкоторыя добавоспыя. силы для ивынёя прямого пути 25 охольный. 


— 94 — 


$ 3. Вашащи координатныхь параметровъ и производныя оть 
этихь варащй по времени. 

Въ параграфахь А и В первой главы (озаглавленной: «къ механика 
системы матеральныхь точесъ») введено бызо понят о варащихь коор- 
динать и коордипатпыхь параметров. Подъ имелемь вамащи коордн- 
налы 4, подразумфралаеь отрицательно взятая равиость между величиною 
этой поординаты въ моменть $ па каком нибудь прямом пути и пвели- 
чицою ея въ тоть же моменть па безконечно-близком»ь сосфдиемъ пря- 
момь пути. ЗдБов же подь имепемь вари отъ координаты 4; мы будемъ 
подрозумфвать разность между величиною ея въ какой-либо моменть # 
"& ОКОЛЬНОМЬ пути. безконечио-близкомь къ прямому, и величиною я 
для того же момента, { на ирамомъ пути. 

Подобно тому, какъ въ вышеуказаниой глав: 


9. 


95, 80, +... - 


— 90, 80 


но зд№сь 80, 8С,... суть произвольныя функши времени. Предпохагая, 
что окольный путь безконетно бхнзокь кь прямому, мы ирепебрееаемь 
вторыми и высшими степенями 80, 30,...; хром® того, мы: предполо- 
жимъ, то окольный ‘путь не имфоть изломовъ, а потому и производныя 


130, 980, 
т’ Ш’ 
суть величины ничтожно-малыя. 
Предыдущую сумму представииь тавъ: 


Входящя здфев частных производныя отъ 4; по’О; заключаотт въ 
с0бЪ Фи 0, 0... Оз поторыя на окольпомъь пути равны постоян- 
нымь С’ плюсь 80, а послфдня суть функци оть & поэтому: 


в м 
_\% 90: за 04; 480; + 
90,0 80. 96, # а 
И вк 7” т 56, = 
9, 930, ‚ 
ХХ" 80,0... № 


Производиая отъ , по & на прамомь пути. равна часуной праизвол- 


ной отр у или оть 9, По % 1.6.7 ‚№ ; НО На-ОкОлЬНОмЬ ПУТИ ль’ Этой 


— м — 


величин еще природой ор 


м 94; #80; 
я 20, ПЕ. 
поэтому: 
5=2 3=* 
с М 98; у, К 04: 480; 
И * ро, в ра, т 
я=1 Я 


94; 480, , 94; 
= 0000, °°. 1” 


Такъ какъ послёдиее выражен!е оказывается тождественным съ выра- 
жешемъ (4), то слбдовательно 


ЗИ о. 


$ 4. Начало Гамильтона. 
Уравнене 
Чи _ 01 
#7 94 
помножимт на 84, а равенство 
_ ЧР 
В — 
помвожимъ на 84/} по сложении получим 
Яр. ЭТ. Эт ар + о 
а 6 ВЧ} = д.99, + бур АР = 99. 
Слоливъ подобямя равенства дия вех # отЪ 1 до й п прицявъ во 
внима равенство. (2), помучимъ: 
\ Гар: . 459, й \ 
У ( Зв ") Г + У 95; 
или 
ах . . я . 
Увы, = т Ум... © 
тд суммы ваяты о7ъ $ = 1 деф =. 
ВзявЪ квадратуру отъ обфихь частей равенства (6) по # въ предф- 


лахь оть До 2, получимы 
= ь ь = 


Уд, ви — У д, ва, = | (= Увы в, 


вт = $ 


— 96 — 


гдф (89), и (89), есмь зеличины варац коорлинать на первомъ и на 
второмт положени системы; но въ этихь мфетахъ варащя равны нулю, 
в потому послёднее равелсгво получить такой вид: 

ь и 


= [67+ Убе) и. и... 


й р 


Въ томь случа, когда 9; = ЗЕ, тдБ 0 есть функшн оть 4,, 9..3 4% 
и зожеть заключать ещо п время # явнымь образомь, но’ не зависить 
явно отъ 4, (5,...4, т. ©. когда заданных силы выфють потенщаль, 
хотя бы зависяций от # вышесказанное равенство обращается въ слё- 


дующее: 


(8) 


гдф Г, означаеть: 


Интеграль: 


А 
павывается «дбйстНемт». Дия отлимял этой величины отр другой, & 
именно отъ интеграла: в 

д й т, 
1 
интеграхь 5 называется Гомелилоновымь дъяствеме, 

Равенство (8) выражаеть, что вадлатщя оть дёйсгвм 9 при перо- 
ходВ системы изь перваго положення во второе равпо нушю. Такое свой- 
ство дёйстыя Я называется началом Гамильтона. 

Такъ вать варали перваго порядка огь 9 равна пулю, +0 8 мо- 
жеть быть паибодьшимь или лаимоньнимъ па прямомъ пути еравни- 
тельно еъ дыйслИяыи на. безконечно-близкихь окольныхь путях. 

Въ примбнени къ примфру 32-го можно показать, что. дйстве на 
окольномъ ломфромъ пути, состолщемт изь двухь частей, боле дВйстыя 
ча. пути прамомъ, . 

Ооставимь выраженю для Т-+ 0) на пути прамомь; оно будеты: 


тв 


ту [О бий +4 [би - 


поэтому ДЬйстее на этом пути будет: 


в 
Р 


: р В 
= [с -- би +390. -- 29 Оь-еы) к За Е 


— 9 - 
Эхо можно еще представить и такан 


(и — В) и -ь (б--9 + ШУ 96] — 


ЗЕ ЗЕЕ з 
— ЕР ЗЫ — В 1). 


Подставивь сюда выражеты для С» (, С; вь зу, В, 2, У, Ь, 


получимъ: 


 [(#, — 2) 
[ев 


Я У) 6, 


По эхой формулф составимъ: дЪйетв!е 6, ня первой частя окольнаго 
пути и дЬйств в 6, на второй части его. 


че -в и, 


ео 


(ну (а) ни) Бью 6 Ыб) 
== (у, — м) В) — и-№») &— В), 


М ее 5. 


ь-ЫТ 


И 6-2 наи) ЫР 


в, е-ы 
ДД. Вобылениь. ` к 


— 98 — 


Виорая часть этого выраженя представляеть собою сумму днухь квад- 
ратовь, помпоженную на 2 ни дфленную на удвоепиое произведеше трехь 
положительныхь веничинь (#,—#) &—&) &— №), а потому дбйетые 
ва огольшомь пути нь этомь примбрЪ всегда болдфе дфйстя на пря- 
мохь пути, 

Исходя изъ памаха Гамильтона, можно получить дифференщальныя 
уравнены движена матеальной системы, будеть ли то система мате- 
ральныхь точекъ, твордое тбло или тфло деформируемое. 


$ 5. Вонсервативная система, Исключене времени изъ диффе- 
ренщальныхь уравнений движеня консервативной системы, 

Если система затемальньсь точекь ограничена связями, уравненя 
КОТОрЫХЬ не заключать, времени_ ЯВЛыМЬ образомт, и притомъ силы, 


праложенныя кБ снетсмв, иммоть потеищаль ТТ, 10 движене такой си- 


стемы ‘удовхотворлеть интеграму; 
ЕЙ... 0) 


выражающему, что полная эвермя (Т — /) остается поетоянною. 

Такая матерньная система называется хонсвровиценою. 

Такь какъ Г-= 0+ А, то Т-- Г =3Т-—й. Если сравнивать между 
в0бою дЪйстыя консервативной систены для тфхъ движешй между двумя 
положешями, при которыхь # имфеть одну н ту же величину, тб изъ 
Гамильтолова начала будеть слёдовать: 84 =0, гд\ 


А Г 2174. 


й 

Величину 4 мы получим подъ другимь видомъ, для чего предвари- 
тельно иреобразуемь дифференшальныя уразнен!я движешя конеерва- 
тивной матер!альной системы. 

ели система имфеть # степеней свободы, то и число. независимыхь 
координалаыхь параметровв равно й. Такъ какф мы уже имфемь одинъ 
интеграль сововупныхь дифференцальныхть уравненй хвиженя, а именно 
интеграль (9); то доетаточно будеть интегрировать (2—2) дифферен- 
пальныхь уравнен!. 2-го порядка и одно дифференальное уравноше. 
перваго порядка. ‘Эти уравнен!я теперь мы и боставимъ. 

Изъ числа независимыхь координатных» параметровъ выберемь одниь, 
хоторый мы обозпачимь бухвою и. Пусть и, представляеть величину его. 
въ первомь положещи системы, по второмь положени. 

Остальные координатные параметры пусть будугь: 4», бр... Ч 

Вогда опродфлимь двяжеше системы, то, 9, 9»...9. выразятся 
фувкщыями времени и 2% ностоянныхь пройзвольныхь. 

` Воли. выражен ‘и въ фунющи оть # шине ‘относительно $, ло и0- 
<лвлнее выразится фупишею отъ & и огь произвольныхт, постоянных. 


— 9 — 


Подетавниь полученное выражене вибето # въ выражещя дая д» 
9... получниь выражешя этнхъ координалиыхь параметров» въ 
функщихь оть # и оть произвольныхь постоянных, 

Въ вилу этого можно производныя отЪ (,, (,...4: по времени вы- 
разить слфдующими произведенями: 


или 


АВ 


Такъ какъ уравлешя связей ив зохлючать времени авнымь обра- 
зомъ, то живая сила системы выразится однородною функщею второй 


степени отъ и’, 4... 4.),...4, т. в. лавы: 
‚ 9+: $) . 


т 


= Фа: (8) -- Эа, Зам + ..... 
и 289, ОА 


ут... 


+... 


= аи 2а 


замфиивъ адВсь пронзводныя отЪ 4. 4,...0, по & предыдущими произве- 
дошями, нолучимь: ан) 
ге), 


тд @ означаеть елфдующуй мноточленъ 


(0) 


20 =: + 24.9, -- За, +... г. 
Ни, (9, 29.1 9.9: 5... 
- аз (а +... - 


Если вопроеъ о движеши системы булеть рёазонь на столько, ‘мо 
4) 4»... будуть выражены въ фулищяхь оть м и оть 26—22 по- 
стоянныхь произвояьцыхь и постоялиой й, 10 и 1, 9:›..-9, будуть 
иззфстными намъ фупкшями оть тЬхъ ще величинь, а одфдовательно @ 
ж И будуть извъетиыми ламь фундями оть #. 

Тахъ какь Т= 7 -4- Л, 10 равенство (10) можеть быть продетавяено 


Таки ан\# 
а. 
Ил =@ ( я) 
Изь лего ‘получимь дифференщельное уравноме: 


в Иер ен. (9 


по интегрировави котораго найдомъ. залисимоеть между # и %, 
та 


—— 100 — 


Возьмемъ теперь дифференщальныя уравнея:л 
4: _ 0 . в 
в 09: 
дя = 2, 3,...й. 
Величивы р; могуте бымь выраивоны такихь образомъ 
ЦТ 9 9. 
В а м 


Но 4. = 4, поэтому 


Сльдовательно 


9 


в ду, ' уе 03 
На основания уравненя (11): 
4 _ @1 ИВ. 
@& & 
Далфе; 
т ‚да _ И-- 1 ва 
= #7) 9, 9 


ки 
д = Ува" Ис а 


Вторая часль этого уравнени воть производная оть Р по а, в2до- 
валельшо, дифференщальныя уравненя въ преобразованномь видЁ будуть 


таковы: 


4, до о 
= д; Р-ЗУ +В в 
„= 98 В 
в = 99. :й 


Поелз иятегрированя этихь (2—1) дифференальныхь уравновй 
зторого порядка мы должны получить выражешщя ‘дия 0,, 4... въ 
фувющяхь оть 4 и (2—2) ностояшыхкь произвольныхь; кромй этихь 
постоннныхь войдеть`въ эти функющи и постоянная 1. 

По интогрировыйя дифферонщальнаго уравнешл (11) получимь вы- 


— 19: — 


ражеше для # подь.видомь 
в СН 6, 0, 0... бы, о. (44) 


тдё О постоянная произвольная поелёдияго ивтегрировиия. 
Выраженя коорлилазтлыхь параметров пусть будуть: 


ФК (0.0... быьй) 
еее ен. (14,4) 
В, С... быьй 


3 6. Начало накменьшаго дЪйствйя, 

Выберемъ два положея консервативной системы, первое, при кото- 
ромь коордннатные параметры имфють величиныг #4, (45)1, (4з)1». (4%) 
и второе, при которомъ они иммють величины: #,, (4,)», (@:},. -. (9). 
При данномъ 2 изъ равенствь (11, а), примфнениыхь къ первому и 
эторому положеямъ, сифлуеть опредзлить величины побтоянныхь О, 
0...,.Ож-а на прямомь путн при переход» системы изъ перваго поло- 
жешя во второе: Вели будеть выбрать моменть $, прохождетя системы 
зерезь первое положен, то опредфлится величина постоянной О изь 
равенства (14), примфиенниго ‘къ этому положенно; залы, примбнивъ 
то жо равенство ко второму положению, пайдемь изъ него величину & 
момента прохождещя через. это положешя. 

Вашируя поетоянныя С при тёхъ же зпачевыхь #, которыя полу- 
чаеть этоть парамегръ на прямомъ пути и полагая велаши 80, 80,, 
8С,,.,.8Оы- произвольныхи функщями времени, имбющими ничхожно 
малыя величины, чолучимь различные окольные пути. Равсуждая та- 
химъ же образомъ, какъ въ параграф З-мь этой главы, можеть дока- 
зать, чо 


я 
| 


43, __ . 
Чаи, . не. 95) 


Почножимь леперь вс равенства, 
4, _ дЕ 
о 0% 

па соотвтетвуюцщие 84, а равенетва 


в=х, 


на соотвфествуюние 80,. Сложимь получонныя для веха & оть 2 до д 


равенства, получим: 
= ре 


А _ др 9 
в Ув У [май 


= = 


ИЛЫ 


Помноживь это равенство па @и и ззявъ квадратуру въ предфлахъ 
оть #, до н., пелучимъ: 


= ТЕ Е? 
Ул. во, Уи ов, = ара 


Чтакь как (99,), и (89), равны пулю, потому что значеща (4), и (4;), 
измненио при варироваши не подлежаль, получим: 


ОГорви = 0 ее. 96) 


Такт какь и, на, не измёняются при варгировавйт то равепство (16) 
означаеть, что й 
в евы =. и 07 
ы 


Вифото Е 4и можно написмь Ри’ @Ь причемь 
и = ув +) = УТ.Т = ЭТ, 


Повтому ыы А 
‚Г раы = [та 4 
Ы ы 


Такимь образомь равеяетво (17) выражаеть, что в@рёийя первазо 
орядка отв дъйспийя 4, т. в. ото 


с (8) 


и 
равна нулю. Это приводить къ представлено о томъ, что, при переход 
консерваливной малеральной снелемы изъ одного положеня въ другое, 
«дЬйстве» имфеть паимельшую или илибольшую вохачину. Въ кажихъ 
случахь дЬйстыв паименьшее въ дфйствитехьности —мы зиеь разематри- 
зать не будемъ. 

Свойство величины 4, но которому варнийя ей равна нулю, назы- 
вается началомя. нацменуноло дпйетея. Изт, этого начала можно полу- 
чить дифференшальныя уразненя движешя коиеерваливной малеральной 
<«истемы, будетьоли 10. система молермальныхь -точеть, ‘твердое тёло, или 
зло деформирувмое. 


а 


